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1- á°ëiì

Ìàòåìàòèêà

Ðàçäåë 1

Ìàòåìàòèêà

Section 1

Matematics

ÓÄÊ 517.5
Å.Æ.Àéäîñ ∗, Ì.�àçòàé

À©ïàðàòòû© æºíå òåëåêîììóíèêàöèÿëû© òåõíîëîãèÿëàð èíñòèòóòû, �.È.Ñºòáàåâ àòûíäà¡û

�àçà© ´ëòòû© òåõíèêàëû© óíèâåðñèòåòi,Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí, ã. Àëìàòû
∗ Å-mail: erkaraai@mail.ru

Àðàëàñ íîðìàëàðäà¡û å­ æà©ñû æóû©òàìäàð àðàñûíäà¡û ©àòûñ òóðàëû

Àë¡àø ðåò èçîòðîïòû© êå­iñòiêòå ãàðìîíèêàëàðû áåðiëãåí àðàëàñ òóûíäû¡à ñºéêåñ ãèïåð-
áîëàëû© êðåñòòåðäå æàòàòûí ïîëèíîìäàðìåí å­ æà©ñû æóû©òàìäàð àðàñûíäà¡û ©àòûñòû
Â.Í.Òåìëÿêîâ äºëåëäåãåí ([1], 2.3 òåîðåìà). Á´ë ìà©àëàäà¡û íåãiçãi òåîðåìà Â.Í.Òåìëÿêîâòi­
îñû òå­ñiçäiãií ºðò³ðëi àðàëàñ íîðìàëàðäà, àíèçîòðîïòû© æà¡äàé ³øií æàëïûëàó¡à àð-
íàë¡àí. Ì´íäà¡û ©èûíäû© òó¡ûçàòûí áàñòû ìºñåëå - òåîðåìàäà ê°ðñåòiëãåí íåãiçãi ©àòûñòû
äºëåëäåó ³øií ìà­ûçäû ðîëü àò©àðàòûí Áåðíøòåéí òå­ñiçäiãi òèïòåñ òå­ñiçäiêòi àíèçîòðîï-
òû© êå­iñòiêòå äºëåëäåóìåí ©àòàð p = (p1, p2, ..., pd),q = (q1, q2, ..., qd), r = (r1, r2, ..., rd) æºíå
ò.ñ.ñ ïàðàìåòðëåðäi­ àðàñûíäà¡û áàéëàíûñòû òàáó. Àòàë¡àí ñ´ðà©òàðäû­ ê³ðäåëiëiãiíå áàé-
ëàíûñòû, ©àðàñòûðûëûï îòûð¡àí, àðàëàñ íîðìàëàðäà¡û å­ æà©ñû æóû©òàìäàð àðàñûíäà¡û
©àòûñòû 1991æ. Å.Àéäîñîâ æî¡àðûäà àòàë¡àí ïàðàìåòðëåð áåëãiëi áið øàðòòàðäû ©àíà¡àò-
òàíäûðàòûí æà¡äàéëàð ³øií ¡àíà àë¡àí åäi. Àë ©àçiðãi ìà©àëàäà¡û àðàëàñ íîðìàëàäà¡û å­
æà©ñû æóû©òàìäàð àðàñûíäà¡û ©àòûñ ³øií á´ë øàðòòàð àëûíûï òàñòàë¡àí, ÿ¡íè, íåãiçãi
ïàðàìåòðëåðäi­ 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r = (r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0 ò³ðiíäåãi æàëïû

æà¡äàé ³øií àëûí¡àí. Ìà©àëàäà àðàëàñ ºðò³ðëi: Lp(πd) æºíå Lq(πd) íîðìàëàðäà¡û å­
æà©ñû æóû©òàìäàð àðàñûíäà¡û òå­ñiçäiê, ãàðìîíèêàëàðû áåðiëãåí àðàëàñ òóûíäû¡à ñºéêåñ
ãèïåðáîëàëû© êðåñòòåðäå æàòàòûí ïîëèíîìäàðìåí °ðíåêòåëåäi. Òåîðåìàäà ê°ðñåòiëãåí

íåãiçãi òå­ñiçäiêòåí Ep,d,Q(λ) ⊂ L
(r)
q (πd), Ep,d,Q(λ) ⊂ E

(r)
q,d,Q(µ) ò³ðëåðiíäåãi åíãiçóëåð ³øií

æåòêiëiêòi øàðòòàðäû àëó¡à áîëàäû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: å­ æà©ñû æóû©òàì, àðàëàñ íîðìà, ãèïåðáîëàëû©
êðåñò,òðèãîíîìåòðèÿëû© ïîëèíîì.

E.Zh.Aidos, M.Kaztay
About the relation between the best approximations in mixed norms

The �rst time the ratio between the best approximations of polynomials with harmonics from
hyperbolic crosses, corresponding to a given mixed derivative in the isotropic space was proved
by V.N.Temlyakov ([1], 2.3 Theorem) The main theorem of this article is devoted to the
generalization of the relation obtained by V.N.Temlyakov, for the anisotropic case. The main
problem generating some di�culties here is �nding links between p = (p1, p2, ..., pd),q =
(q1, q2, ..., qd), r = (r1, r2, ..., rd) etc. parameters along with proof of the inequality of Bernstein,
which plays an important role in the anisotropic space. Due to the complexities of these issues, in
1991, E.Aidos got the correlation between the best approximations in di�erent mixed norms for
cases where the above parameters satisfy certain speci�c conditions. In this article for relations
between best approximations in di�erent mixed norms, these conditions are removed, i.e. obtained
for the general case when the basic parameters are of the form 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r =
(r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0. In the article the relation between the best approximations in the norms

Lp(πd) and Lq(πd) is expressed in terms of trigonometric polynomials whose harmonics lie in
hyperbolic crosses, corresponding to a given mixed derivative. From the inequality, pointed in the

theorem, we can obtain attachments of types Ep,d,Q(λ) ⊂ L
(r)
q (πd), Ep,d,Q(λ) ⊂ E

(r)
q,d,Q(µ).

Key words: best approximation, mixed norm, hyperbolic cross, trigonometric polynomial.

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84) . 2015
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Å.Æ.Àéäîñ, Ì.Êàçòàé
Î ñîîòíîøåíèè ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè â ñìåøàííûõ íîðìàõ

Âïåðâûå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè ïîëèíîìàìè ñ ãàðìîíèêàìè èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé,â èçîòðîïíîì
ïðîñòðàíñòâå äîêàçàë Â.Í.Òåìëÿêîâ ([1], 2.3 òåîðåìà). Îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîé ñòàòüè ïî-
ñâÿùåíà îáîáùåíèþ ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî Â.Í.Òåìëÿêîâûì, äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ.
Çäåñü îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, ïîðîæäàþùàÿ íåêîòîðûå òðóäíîñòè - íàðÿäó ñ äîêàçàòåëüñòâîì
íåðàâåñòâà òèïà Áåðíøòåéíà, êîòîðîå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå,
íàõîæäåíèå ñâÿçè ìåæäó p = (p1, p2, ..., pd),q = (q1, q2, ..., qd), r = (r1, r2, ..., rd) è ò.ä. ïàðàìåò-
ðàìè. Â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòÿìè íàçâàííûõ âîïðîñîâ, â 1991 ã. Å.Àéäîñîâ ïîëó÷èë ðàññìàòðè-
âàåìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè â ðàçíûõ ñìåøàííûõ íîðìàõ äëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà âûøåóêàçàííûå ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì îïðåäåëåííûì óñëî-
âèÿì. À â äàííîé ñòàòüå äëÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè â ðàçíûõ
ñìåøàííûõ íîðìàõ ýòè óñëîâèÿ ñíÿòû, ò.å. ïîëó÷åíî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà îñíîâíûå
ïàðàìåòðû èìåþò âèä 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r = (r1, ..., rd),min

i
ri ≥ 0. Â ñòàòüå

íåðàâåíñòâî ìåæäó íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíèÿìè â íîðìàõ Lp(πd) è Lq(πd) âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, ãàðìîíèêè êîòîðûõ ëåæàò â ãèïåðáîëè÷åñêèõ êðåñòàõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé. Èç íåðàâåíñòâà, óêàçàííîãî â òåîðåìå,

ìîæíî ïîëó÷èòü âëîæåíèÿ âèäîâ Ep,d,Q(λ) ⊂ L
(r)
q (πd), Ep,d,Q(λ) ⊂ E

(r)
q,d,Q(µ).

Ò³éií ñ°çäåð: íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ñìåøàííàÿ íîðìà, ãèïåðáîëè÷åñêèé êðåñò, òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

Êiðiñïå

Ìà©àëàäà ©îëäàíûëàòûí áåëãiëåóëåð ìåí íåãiçãi òåîðåìà¡à ©àæåòòi ò´æûðûìäàðäû
êåëòiðåìiç.

Rd àð©ûëû x = (x1, x2, ..., xd) í³êòåëåðiíåí ©´ðàë¡àí d - °ëøåìäi åâêëèä êå­iñòiãií,
àë πd ≡ [−π, π]d àð©ûëû d - °ëøåìäi êóáòû áåëãiëåéìiç. �ëøåíåòií, ºðáið àéíûìàë
áîéûíøà 2π ïåðèîäòû æºíå (p = (p1, p2, ..., pd), 1 ≤ pi < ∞, i = 1, 2, ..., d)

∥f∥p ≡


π∫

−π

 π∫
−π

 π∫
−π

(f(x1, ..., xd))
p1 dx1


p2
p1

dx2...


pd

pd−1

dxd


1
pd

< ∞,

(åãåð p1 = ... = pd = p áîëñà, îíäà ∥f∥p ≡ ∥f∥p =

(∫
πd

|f(x)|pdx

) 1
p

) øàðòûí ©àíà¡àòòàí-

äûðàòûí f(x) = f(x1, ..., xd) ôóíêöèÿñû Lp(πd) êå­iñòiãiíäå æàòàäû: f ∈ Lp(πd).
Ò°ìåíäåãi áåëãiëåóëåðäi åíãiçåéiê:
k = (k1, ..., kd), kj - á³òií ñàíäàð, s = (s1, ..., sd), sj - íàòóðàë ñàíäàð, j = 1, ..., d;

ρ(s) = {k = (k1, ..., kd) : 2
sj−1 ≤ kj < 2sj , j = 1, 2, ..., d};

δs(f,x) =
∑

|k|∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

ì´íäà |k| = (|k1|, ..., |kd|), f̂(k) = 1
(2π)d

∫
πd

f(x)e−i(k,x)dx.

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. �1(84) . 2015
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Åãåð [1;d] àðàëû¡ûíäà¡û ©àíäàé äà áið á³òií ñàíäàð æèûíû e áîëñà, îíäà j ∈ e ³øií
γj = 1 æºíå j /∈ e ³øií γj > 1 øàðòòàðûí ©àíà¡àòòàíäûðàòûí âåêòîðäû γ = (γ1, ..., γd)
àð©ûëû áåëãiëåéìiç.

r = rγ = (r1, ..., rd), r = min
i=1,...,d

ri ≥ 0 áîëñûí. Îíäà t(x) ∈ T (N,γ) ïîëèíîìäàðû ³øií

t(r)(x,α) æàçóû t(x) ïîëèíîìûíû­ ïîëèíîìûìåí ³éiðòêiñií (ñâåðòêà) áiëäiðåäi, ÿ¡íè,
t(r)(x,α) = (2π)−d

∫
πd

t(x− y)U r
N(y,α)dy (α = 0, r = 0 áîëñà t(0)(x, 0) ≡ t(x)).

Åíäi êåëåñi æèûíäàðäû àíû©òàéìûç:

|k| ∈ Γ(N,γ) = {k : kj > 0, j = 1, ..., d,
d∏

j=1

k
γj
j ≤ N} áîëàòûí áàðëû© k âåêòîðëàð

æèûíûí γ = (γ1, ..., γd) âåêòîðûíà ñºéêåñ ãèïåðáîëàëû© êðåñò äåï àéòàäû;

|k| ∈ Qr
n =

∪
(γ,s)≤n

ρ(s) îðûíäàëàòûí áàðëû© k âåêòîðëàð æèûíûí γ =
( r1

r
, ...,

r
d

r

)
âåêòîðûíà íåìåñå àðàëàñ r = (r1, ..., rd) òóûíäû¡à ñºéêåñ ãèïåðáîëàëû© áàñïàëäà© êðåñò
äåï àéòàäû (ì´íäà r = rγ = r

( r1
r
, ...,

r
d

r

)
).

T (N,γ) æºíå T (Qr
n) àð©ûëû ñºéêåñ

∑
|k|∈Γ(N,γ)

ake
i(k,x) æºíå

∑
|k|∈Qr

n

cke
i(k,x) ò³ðëåðiíäåãi

áàðëû© ïîëèíîìäàð æèûíäàðûí áåëãiëåéìiç.

EN,γ(f)p = inf
t∈T (N,γ)

∥f − t∥p, 1 ≤ pi < ∞, i = 1, ..., d,

EQr
n
(f)p = inf

t∈T (Qr
n)
∥f − t∥p, 1 ≤ pi < ∞, i = 1, ..., d,

øàìàëàðûí, f(x) - ôóíêöèÿñûíû­ ãàðìîíèêàëàðû γ = (γ1, ..., γd) (íåìåñå r) âåêòîðûíà
ñºéêåñ ãèïåðáîëàëû© êðåñòòå æàòàòûí òðèãîíîìåòðèÿëû© ïîëèíîìäàðìåí Lp(πd) ìåò-
ðèêàñû áîéûíøà å­ æà©ñû æóû©òàìäàðû äåï àéòàäû.

r = rγ ³øií T (Qr
n) ⊂ T (2n,γ) ⊂ T (Qr

n+γ(d)), γ(d) =
d∑

j=1

γj, åíãiçóëåði îðûíäàëàòûíäû-

©òàí EQr
n
(f)p íåìåñå EN,γ(f)p øàìàëàðûíû­ áiðåóií ¡àíà ©àðàñòûðñà© æåòêiëiêòi ([1]).

Lr
(p)(πd) àð©ûëû f r(x,α), r ≥ 0 òóûíäûëàðû Lp(πd) êå­iñòiãiíäå æàòàòûí f(x) ôóíê-

öèÿëàð êëàñûí áåëãiëåéìiç.

Åãåð ©àíäàé äà áið λ = {λn}∞n=1 î­ ñàíäàð òiçáåãi áåðiëñå (λn ↓ 0, n ↑ ∞), îí-

äà E
(r)
p,d,Q(λ) àð©ûëû EQr

n
(f (r)(x,α))p = O(λn)(n → ∞) ©àòûñû îðûíäàëàòûí f(x) ∈

L
(r)
(p)(πd) ò³ðiíäåãi ôóíêöèÿëàð êëàñûí áåëãiëåéìiç.

C(α, β, ...) àð©ûëû òåê æà©øàäà¡û ïàðàìåòðëåðãå ¡àíà òºóåëäi, áiðà© ºðò³ðëi ôîð-
ìóëàëàðäà á°ëåê-á°ëåê áîëàòûí ©àíäàé äà áið î­ øàìàëàðäû áåëãiëåéìiç. Î­ A æºíå

êåç êåëãåí B ³øií B
≪

α,β,...
A æàçóû |B| ≤ C(α, β, ...)A òå­ñiçäiãií áiëäiðåäi.

Î­ A æºíå B ³øií A
≻≺
α,β,...

B æàçóû A
≪

α,β,...
B

≪
α,β,...

A ©àòûñòàðûí ê°ðñåòåäi.

Íåãiçãi ò´æûðûìäû äºëåëäåóãå êåëåñi ëåììàëàð ©àæåò.

1 Ëåììà [2].

Êåç êåëãåí p = (p1, ..., pd), q = (q1, ..., qd), 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r =

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84) . 2015



6 Å.Æ.Àéäîñ, Ì.�àçòàé

(r1, ..., rd), min
i

ri ≥ 0 ³øií êåëåñi òå­ñiçäiê îðûíäàëàäû

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

fn,γ(x)

∥∥∥∥∥
q

≤ C(p,q, d)

[
∞∑
n=0

2
n

(
min

1≤j≤d
qi

)
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)
∥fn,γ(x)∥

min
1≤j≤d

qi

p

] 1
min

1≤j≤d
qi

(1)

ì´íäà¡û fn,γ(x) ∈ T (Qr
n), n = 0, 1, 2, ...

2 Ëåììà [3].

p = (p1, ..., pd), 1 < pi < ∞, i = 1, ..., d, r = (r1, ..., rd), 0 < ri < ∞, i = 1, ..., d; r =
rγ, r = min

i
ri áîëñûí.

Îíäà êåç êåëãåí α = (α1, ..., αd) âåêòîðû ³øií êåëåñi òå­ñiçäiê îðûíäàëàäû

sup
t∈T (N,γ)

∥t(rγ)(x,α)∥p
∥t(x)∥p

≪
p,M

N r.

E­ æà©ñû æóû©òàìäàð àðàëàñûíäà¡û ©àòûñ

Òåîðåìà. Åãåð p = (p1, ..., pd), q = (q1, ..., qd), 1 < pi < qi < ∞, i = 1, ..., d, r =
(r1, ..., rd), min

i
ri ≥ 0 æºíå Lp(πd) - Ëåáåã êëàñûíäà æàò©àí, ºðáið àéíûìàë áîéûíøà 2π

ïåðèîäòû, d àéíûìàëäû f(x) ôóíêöèÿñû ³øií

∞∑
l=1

2
l

(
min

1≤i≤d
qi

)[
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)
+ min

1≤i≤d
ri

]
E

min
1≤i≤d

qi

Qr

l
(f)p < ∞ (2)

øàðòû îðûíäàëñà, îíäà f(x) ôóíêöèÿñûíû­ Lq(πd) êå­iñòiãiíäå (r,α) òóûíäûñû áàð
æºíå

EQr

l
[f r(x,α)]q

≪
p,q,r

[
∞∑
l=1

2
l

(
min

1≤i≤d
qi

)[
max

1≤j≤d

(
1
pj

− 1
qj

)
+ min

1≤i≤d
ri

]
E

min
1≤i≤d

qi

Qr

l
(f)p

] 1
min

1≤j≤d
qi

(3)

Äºëåëäåói.

Û­¡àéëûëû© ³øií β = max
i

(
1
pi
− 1

qi

)
, q0 = min

i
qi æºíå r = min

i
ri äåï áåëãiëåéiê.

Åãåð tl(x) ∈ T (Qr
l ) àð©ûëû f(x) ôóíêöèÿñûíû­ L0

p(πd) êå­iñòiãiíäåãi å­ æà©ñû æóû-

©òàéòûí ïîëèíîìûí áåëãiëåñåê, îíäà f(x)
Lp(πd)
= tl(x)+

∞∑
l=2

[tl(x)− tl−1(x)]. Îäàí ºði 1 ìåí

2 ëåììàëàðäû ïàéäàëàíñà©∥∥∥∥∥
∞∑
l=2

[t
(r)
l (x,α)− t

(r)
l−1(x,α)]

∥∥∥∥∥
q0

q

≪
p,q

∞∑
l=2

∥∥∥t(r)l (x,α)− t
(r)
l−1(x,α)

∥∥∥q0
q
2lβq0

≪
p,q,r

≪
p,q,r

∞∑
l=2

∥tl(x)− tl−1(x)∥q0q 2lβq02lrq0
≪
p,q,r

∞∑
l=2

Eq0
Qr

l−1
(f)p2

lq0(r+β) =

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. �1(84) . 2015
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=
∞∑
l=1

Eq0
Qr

l
(f)p2

lq0(r+β) < ∞

æºíå

Eq0
Qr

l

[
f (r)(x,α)

]
q
=

(
inf

T∈T (Qr
n)

∥∥f (r) − T
∥∥
q

)q0

≤

≤
∥∥f (r) − t(r)n

∥∥q0
q
=

∥∥∥∥∥
∞∑

l=n+1

[t
(r)
l (x,α)− t

(r)
l−1(x,α)]

∥∥∥∥∥
q0

q

≪
p,q

≪
p,q

∞∑
l=n+1

∥∥∥t(r)l (x,α)− t
(r)
l−1(x,α)

∥∥∥q0
q
2lβq0

≪
p,q,r

∞∑
l=n+1

∥tl(x)− tl−1(x)∥q0q 2lβq02lrq0
≪
p,q,r

≪
p,q,r

∞∑
l=n+1

Eq0
Qr

l−1
(f)p2

lq0(r+β) =
∞∑
l=n

Eq0
Qr

l
(f)p2

lq0(r+β)

àëàìûç.
Á´ë òå­ñiçäiêòåðäåí, (1) øàðòòû åñêåðå îòûðûï, òåîðåìàíû­ ä´ðûñòû¡ûíà ê°ç æåò-

êiçåìiç.

Åñêåðòó.

Åãåð pi = p, qi = q, i = 1, 2, ..., d áîëñà, îíäà (2) òå­ñiçäiêòåí Â.Í.Òåìëÿêîâòi­
äºëåëäåãåí òå­ñiçäiãi øû¡äû ([1], 2.3 òåîðåìàíû ©àðà­ûç).
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Ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì äëÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ

è èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì

è îãðàíè÷åíèÿìè, ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îñíî-

âîé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ.

Ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ áûë ñîçäàí ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíî

ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íà çàäàííîì îòðåçêå.

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü è

ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì è îãðàíè÷åíèÿìè ðåøàþòñÿ âî-

åäèíî, ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îðèåíòèðîâàííûõ

íà ïðèìåíåíèè êîìïüþòåðíîé òåõíèêè. Ðàçðåøèìîñòü è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Ñîçäàíèå îáùåé òåî-

ðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ëþáîãî ïîðÿäêà ñî ñëîæíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ è èíòå-

ãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ, îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ìèíèìèçèðóþ-

ùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

S.À. Aisagaliev

To solution of a boundary value problem with parameter

for ordinary di�erential equations

A method for solving of a boundary value problem with parameter at presence of phase and

integral constraints is supposed. Necessary and su�cient conditions for the existence of solution

of the boundary value problem with parameter for ordinary di�erential equations are obtained. A

method for constructing solution of the boundary value problem with parameter and constraints

is developed by constructing minimizing sequences. The basis of the proposed method for solving

the boundary value problem is the principle of immersion. The immersion principle is established

by building the general solution of a class of Fredholm integral equations of the �rst kind. Solution

of the Sturm-Liouville problem for the parameter value on the interval is presented as example.

The principal di�erence between the proposed method lies in the fact that the solubility and the

construction of the solution of the boundary value problem with a parameter and constraints are

solved together, by constructing minimizing sequences focused on the use of computer technology.

Solvability and construction of the solution of the boundary value problem are determined by

solving the optimization problem. The creation of the general theory of boundary value problems

with parameters for ordinary di�erential equations of any order with complicated boundary

conditions in the presence of phase and integral constraints are an important issue.

Keywords : principle of immersion, an optimization problem, minimizing sequences, integral

equation, Sturm-Liouville problem.
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Ñ.�. Àéñà¡àëèåâ

Æàé äèôôåðåíöèàëäû© òå­äåóëåð ³øií ïàðàìåòðëi

øåêàðàëû© åñåïòi øåøó òóðàëû

Ôàçàëû© æºíå èíòåãðàëäû© øåêòåóëåði áàð ïàðàìåòðëi øåêàðàëû© åñåïòi øåøó ºäiñòåði ´ñû-

íûëàäû. Æàé äèôôåðåíöèàëäû© òå­äåóëåð ³øií ïàðàìåòðëi øåêàðàëû© åñåïòi­ øåøiìiíi­

áàð áîëóûíû­ ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi øàðòòàðû àëûí¡àí. Ìèíèìóìäàóøû òiçáåêòåð ©´ðó

æîëûìåí ïàðàìåòðëi æºíå øåêòåóëåði áàð øåêàðàëû© åñåïòi­ øåøiìií ©´ðó ºäiñi ©àðàñòû-

ðûë¡àí. Áåðiëãåí øåêàðàëû© åñåïòi øåøó ºäiñiíi­ íåãiçi - áàòûðó ©à¡èäàñû áîëûï òàáûëà-

äû. Áàòûðó ©à¡èäàñû áiðiíøi òåêòi Ôðåäãîëüìíi­ èíòåãðàëäû© òå­äåóëåðiíi­ áið êëàññû-

íû­ æàëïû øåøiìií ©´ðó àð©ûëû æ³çåãå àñûðûëàäû. Ìûñàë ðåòiíäå áåðiëãåí àðàëû©òà¡û

ïàðàìåòð ìºíäåði ³øií Øòóðì-Ëèóâèëëü åñåáiíi­ øåøiìi ê°ðñåòiëãåí. �ñûíûë¡àí ºäiñòi­

ò³áåãåéëi °çãåøåëiãi ïàðàìåòðëi æºíå øåêòåóëåði áàð øåòòiê åñåïòi­ øåøiìäiëiãi ìåí øåøi-

ìií ò´ð¡ûçó êîìïüþòåðëiê òåõíèêàíû ïàéäàëàíó¡à áà¡ûòòàë¡àí ìèíèìóìäàóøû òiçáåêòåð

ò´ð¡ûçó àð©ûëû áiðãå æ³çåãå àñûðûëàäû. Øåòòiê åñåïòi­ øåøiìäiëiãi ìåí øåøiìií ò´ð¡û-

çó òèiìäiëiê åñåáií øåøó àð©ûëû àíû©òàëàäû. Ôàçàëû© æºíå èíòåãðàëäû© øåêòåóëåði ìåí

ê³ðäåëi øåêàðàëû© øàðòòàðû áàð êåç êåëãåí ðåòòi ©àðàïàéûì äèôôåðåíöèàëäû© òå­äåóëåð

³øií ïàðàìåòðëi øåòòiê åñåïòåðäi­ æàëïû òåîðèÿñûí ©´ðó °çåêòi ìºñåëå áîëûï òàáûëàäû.

Ò³éií ñ°çäåð: áàòûðó ©à¡èäàñû, òèiìäiëiê åñåï, ìèíèìóìäàóøû òiçáåê, èíòåãðàëäû© òå­-

äåóëåð, Øòóðì-Ëèóâèëëü åñåái.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì

ẋ = A(t)x+B(t)f(x, λ, t) + µ(t), t ∈ I = [t0, t1], (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(x(t0)) = x0, x(t1) = x1) ∈ S ⊂ R2n, (2)

ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé

x(t) ∈ G(t) : G(t) = {x ∈ Rn/ω(t) ≤ F (x, λ, t) ≤ φ(t), t ∈ I}, (3)

à òàêæå èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé

gj(u(x0, x1, λ) ≤ cj, j = 1,m1; gj(x0, x1, λ) = cj, j = m1 + 1,m2, (4)

gj(x0, x1, λ) =

t1∫
t0

f0j(x(t), x0, x1, λ, t)dt, j = 1,m2. (5)

ñ ïàðàìåòðîì

λ ∈ Λ ⊂ Rs, λ = (λ1, . . . , λs). (6)

Çäåñü A(t), B(t) � ìàòðèöû ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿä-
êîâ n × n, n × m, âåêòîð ôóíêöèÿ f(x, λ, t) = (f1(x, λ, t), . . . , fr(x, λ, t)) íåïðåðûâíà ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, λ, t) ∈ Rn × Rs × I, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî
ïåðåìåííîé x, ò.å.

|f(x, λ, t)− f(y, λ, t)| ≤ l(t)|x− y|, ∀(x, λ, t), (y, λ, t) ∈ Rn ×Rs × I (7)

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84) . 2015
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è óñëîâèþ

|f(x, λ, t)| ≤ c0(|x|+ |λ|2) + c1(t), ∀(x, λ, t), (8)

ãäå l(t) ≥ 0, l(t) ∈ L1(I, R
1), c0 = const > 0, c1(t) ≥ 0, c1(t) ∈ L1(I, R

1). Çàìåòèì, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7), (8) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
x0 = x(t0) ∈ Rn, λ ∈ Rs èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ çíà÷åíèé t ∈ I. Âåêòîð
ôóíêöèÿ F (x, λ, t) = (F1(x, λ, t), . . . , FS(x, λ, t)) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
(x, λ, t) ∈ Rn×I.Ôóíêöèÿ f0(x(t), x0, x1, λ, t) = f01(x, x0, x1, λ, t), . . . . . . , f0m2(x, x0, x1, λ, t)
íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|f0(x, x0, x1, λ, t)| ≤ c2(|x|+ |x0|+ |x1|+ |λ|2) + c3(t),

∀(x, x0, x1, λ, t) ∈ Rn ×Rn ×Rn ×Rs × I,

c2 = const ≥ 0, c3(t) ≥ 0, c3(t) ∈ L1(I, R
1).

ω(t), φ(t), t ∈ I � çàäàííûå r � ìåðíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. S � çàäàííîå îãðàíè÷åííîå
âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç R2n, Λ � çàäàííîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî èç Rs, ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1 � ôèêñèðîâàíû, t1 > t0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
A(t) ≡ 0, m = n, B(t) = In, ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n× n, òî óðàâíåíèå (1)
çàïèøåòñÿ â âèäå

ẋ = f(x, λ, t) + µ(t), t ∈ I. (9)

Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå íèæå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (9) ïðè
óñëîâèÿõ (2) � (6). Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî S îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

S = {(x0, x1) ∈ R2n/Hj(x0, x1) ≤ 0, j = 1, p; < aj, x0 > + < bj, x1 > −ej = 0, j = p+ 1, s1},

ãäå Hj(x0, x1), j=1, p � âûïóêëûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (x0, x1), x0=x(t0),
x1 = x(t1), aj ∈ Rn, bj ∈ Rn, ej ∈ R1, j = p+ 1, s � çàäàííûå âåêòîðû è ÷èñëà < ·, · > �
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî

Λ = {λ ∈ Rs/hj(λ) ≤ 0, j = 1, p1; < aj, λ > −ej = 0, j = p1 + 1, s1},

ãäå hj(λ), j = 1, p1 � âûïóêëûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî λ, aj ∈ Rs, ej ∈ R1, j = p1 + 1, s1 �
çàäàííûå âåêòîðû è ÷èñëà. Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: Çàäà÷à 1. Íàéòè íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6). Çàäà÷à 2. Ïî-
ñòðîèòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6). Êàê ñëåäóåò èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è, íåîáõîäèìî
äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïàðû (x0, x1) ∈ S è ïàðàìåòðà λ ∈ Λ òàêèõ, ÷òî ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1) èñõîäÿùåå èç òî÷êè x0 â ìîìåíò âðåìåíè t0, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x1 â ìîìåíò
âðåìåíè t1, ïðè ýòîì âäîëü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ãäå x(t) = x(t;x0, t0, λ), t ∈ I, x(t0) = x0,
x(t1) = x1, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (3), è èí-
òåãðàëû (5) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4). Â ÷àñòíîñòè, èç êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6) ïðè
îòñóòñòâèè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ñëåäóåò çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâîäèò ê ðåøå-
íèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è [1]: íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ â êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå [t0, t1] ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

L[y] + λr(t)y(t) ≡ 0, (10)
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óäîâëåòâîðÿþùåå íà êîíöàõ óñëîâèÿì:

α1y(t0) + α2ẏ(t0) = 0, β1y(t1) + β2ẏ(t1) = 0, (11)

ãäå L[y] =
d

dt
[p(t)ẏ(t)]− q(t)y(t), p(t) > 0, t ∈ [t0, t1].

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ y(t) = x1(t), ẋ1(t) = x2(t), t ∈ [t0, t1], óðàâíåíèå (10) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẋ = A(t)x+B(t)f(x1, λ, t), t ∈ I = [t0, t1], (12)

ãäå

A(t) =

 0 1
q(t)

p(t)
− ṗ(t)
p(t)

 , B(t) =

0 0

0 −r(t)
p(t)

 , f(x1, λ, t) =

(
0
λx1

)
.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11) çàïèøåòñÿ â âèäå

α1x10 + α2x20 = 0, β1x11 + β2x21 = 0, (13)

ãäå x(t0) = (x10, x20), x(t1) = (x11, x21).Ïàðàìåòð λ ∈ R1. Óðàâíåíèå (12), êðàåâîå óñëîâèå
(13), λ ∈ R1 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (1), (2), (6) ñîîòâåòñòâåííî. Êàê èçâåñòíî
[2], ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà.

y(t) = −λ
t1∫

t0

G(t, ξ)r(ξ)y(ξ)dξ, (14)

ãäå G(t, ξ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà G(t, ξ) è ðå-
øåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) äîâîëüíî ñëîæíû. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (1) � (6). Â ðàáîòàõ
[3-5] äåëàþòñÿ ïîïûòêè ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ñîçäàí-
íûõ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà íà ñèñòåìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è íà íåëè-
íåéíûå ñèñòåìû ñî ñëîæíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ðàáîòå [3] äëÿ äâóõòî÷å÷íîé
îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðåäëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìî-
ñòè è ïîëó÷åíû àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé. Â ñòàòüå [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èññëåäóþòñÿ òðåáîâàíèÿ, íàëàãàåìûå íà íåëèíåéíîñòü, ïðè
êîòîðûõ çàäà÷à èìååò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ çàäà÷
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [5]. Äëÿ
çàäà÷è íà îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà êðàåâûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåò-
ðà, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îáðàçóþùåé áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), p > 1. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íà ïðàêòèêå èññëåäóåìûé ïðîöåññ îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (1) â îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû îïðåäåëÿåìîé
ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì âèäà (3). Âíå óêàçàííîé îáëàñòè ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñîâåðøåí-
íî äðóãèìè óðàâíåíèÿìè ëèáî èññëåäóåìûé ïðîöåññ íå ñóùåñòâóåò. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå
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ÿâëåíèÿ èìåþò ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ äèíàìèêè ÿäåðíûõ è õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðîâ (âíå
îáëàñòè (3) ðåàêòîð íå ñóùåñòâóåò). Èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âèäà (4) õàðàêòåðèçóþò
ñóììàðíûå íàãðóçêè, èñïûòûâàåìûå ýëåìåíòàìè è óçëàìè ñèñòåìû (íàïðèìåð, ñóììàð-
íàÿ ïåðåãðóçêà êîñìîíàâòîâ), êîòîðûå íå äîëæíû ïðåâîñõîäèòü çàäàííûõ âåëè÷èí, à
ðàâåíñòâà âèäà (4) ñîîòâåòñòâóþò ñóììàðíûì îãðàíè÷åíèÿì, íàëàãàåìûõ íà ñèñòåìó
(íàïðèìåð, ðàñõîä òîïëèâà ðàâåí çàäàííîé âåëè÷èíå). Îñíîâîé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ. Ñóòü ïðèíöèïà
ïîãðóæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè çàìåíÿåòñÿ
íà ðàâíîñèëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì òðà-
åêòîðèè. Òàêîé ïîäõîä ñòàë âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ íàõîæäåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîãî
êëàññà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Äàëåå, âûÿñíåíèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è ïîñòðîåíèå åå ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6) ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ íèæíåé ãðàíè ôóíêöèîíàëà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå, à
ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäåëüíûì òî÷êàì ìèíèìèçèðóþ-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîãî
ìåòîäà îò èçâåñòíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèé èçëîæåííûõ â [6-12].

2. Ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (4), (5). Ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ d = (d1, . . . , lm1) ∈ Rm1 , d ≥ 0, ñîîòíîøåíèÿ (4), (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

gj(x0, x1, λ) =

t1∫
t0

f0j(x(t), x0, x1, λ, t)dt = cj − dj, j = 1,m1,

ãäå d ∈ Γ = {d ∈ Rm1/d ≥ 0}. Ïóñòü âåêòîð c = (c1, . . . , cm2), ãäå cj = cj − dj, j = 1,m1,
cj = cj, j = m1 + 1,m2.

Ââåäåì âåêòîð ôóíêöèþ η(t) = (η1(t), . . . , ηm2(t)), t ∈ I ãäå

η(t) =

t1∫
t0

f0(x(τ), u(τ), x0, x1, τ)dτ, t ∈ I.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

η̇(t) = f0(x(t), x0, x1, λ, τ)dτ, t ∈ I = [t0, t1].

Òîãäà
η̇ = f0(x(t), x0, x1, λ, t), t ∈ I,

η(t0) = 0, η(t1) = c, d ∈ Γ.

Òåïåðü èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) çàïèøåòñÿ â âèäå

ξ̇ = A1(t)ξ +B1(t)f(Pξ, λ, t) + B2f0(Pξ, x0, x1, λ, t) +B3µ(t), t ∈ I, (15)
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ξ(t0) = ξ0 = (x0, Om2), ξ(t1) = ξ1 = (x1, c), (16)

(x0, x1) ∈ S, d ∈ Γ, P ξ(t) ∈ G(t), t ∈ I, λ ∈ Λ, (17)

ãäå

ξ =

(
x(t)
η(t)

)
, A1(t) =

(
A(t) On,m2

Om2,n Om2,m2

)
, B1(t) =

(
B(t)
Om2,m

)
,

B2(t) =

(
In

Om2,n

)
, B3(t) =

(
On,m2

Im2

)
, P = (In, On,m2), P ξ = x,

ãäå Oj,k � ìàòðèöà ïîðÿäêà j × k ñ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, Oq ∈ Rq � âåêòîð q × 1 ñ
íóëåâûìè ýëåìåíòàìè, ξ = (ξ1, . . . , ξn, ξn+1, . . . , ξn+m2).

Îñíîâîé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î
ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà âèäà

Ku =

t1∫
t0

K(t0, t)u(t)dt = a, (18)

ãäå K(t0, t) = ∥Kij(t0, t)∥, i = 1, n1, j = 1, s1 � èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n1 × s ñ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ýëåìåíòàìè ïî t ïðè ôèêñèðîâàííîì t0, u(·) ∈ L2(I, R

s1) � èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ, I = [t0, t1], a ∈ Rn1 � çàäàííûé n1 � ìåðíûé âåêòîð.

Òåîðåìà 1 Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (18) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì a ∈ Rn1 èìååò
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà

C(t0, t1) =

t1∫
t0

K(t0, t)K
∗(t0, t)dt, (19)

ïîðÿäêà n1 × n1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ãäå (∗) � çíàê òðàíñïîíèðîâà-
íèÿ.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ìàòðèöà C(t0, t1) îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (19) ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (18) èìååò âèä

u(t) = K∗(t0, t)C
−1(t0, t1)a+ v(t)−K∗(t0, t)C

−1(t0, t1)

t1∫
t0

K(t0, t)v(t)dt, t ∈ I, (20)

ãäå v(·) ∈ L2(I, R
s1) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ∈ Rn1 � ëþáîé âåêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1, 2 ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [6, 7]. Ïðèëîæåíèå òåîðåìû 1, 2
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èçëîæåíû â [8-10], à
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû â [11,
12].

Íàðÿäó ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (15) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (16), ðàññìîò-
ðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẏ = A1(t)y +B1(t)w1(t) + B2w2(t) + µ1(t), t ∈ I, (21)
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14 Ñ.À. Àéñàãàëèåâ

y(t0) = ξ0 = (x0, Om2), y(t1) = ξ1 = (x1, c), (22)

w1(·) ∈ L2(I, R
m), w2(·) ∈ L2(I, R

m), (23)

(x0, x1) ∈ S, d ∈ Γ, (24)

ãäå µ1(t) = B3µ(t), t ∈ I.
Ïóñòü ìàòðèöà B(t) = (B1(t), B2) ïîðÿäêà (n + m2) × (m2 + m), à âåêòîð ôóíêöèÿ

w(t) = (w1(t), w2(t)) ∈ L2(I, R
m+m2). Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óïðàâëåíèå w(·) ∈

L2(I, R
m+m2), êîòîðîå ïåðåâîäèò òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (21) èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ξ0 â ëþáîå æåëàåìîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ξ1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

t1∫
t0

Φ(t0, t)B(t)w(t)dt = a, (25)

ãäå Φ(t0, t) = θ(t)θ−1(τ), θ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ζ̇ = A1(t)ζ, âåêòîð

a = a(ξ0, ξ1) = Φ(t0, t1)[ξ1 − Φ(t1, t0)ξ0]−
t1∫

t0

Φ(t0, t)µ1(t)dt.

Êàê ñëåäóåò èç (18), (25) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (25) ñîâïàäàåò ñ (18), åñëè ìàòðèöà
K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

W (t0, t1) =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B(t)B
∗
(t)Φ∗(t0, t)dt

W (t0, t) =

t∫
t0

Φ(t0, τ)B(τ)B
∗
(τ)Φ∗(t0, τ)dt

W (t, t1) = W (t0, t1)−W (t0, t), E(t) = B
∗
Φ∗(t0, t)W

−1(t0, t1),

µ2(t) = −E(t)
t1∫

t0

Φ(t0, t)µ1(t)dt, E1(t) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1),

E2(t) = Φ(t, t0)W (t0, t)W
−1(t0, t1)Φ(t0, t1),

µ3(t) = Φ(t0, t1)

t1∫
t0

Φ(t0, τ)µ1(τ)dτ − E(t)

t1∫
t0

Φ(t1, t)µ1(t)dt.

Âû÷èñëèì ôóíêöèè λ1(t, ξ0, ξ1), λ2(t, ξ0, ξ1), N1(t), N2(t) ïî ôîðìóëàì:

λ1(t, ξ0, ξ1) = E(t)a = T1(t)ξ0 + T2(t)ξ1 + µ2(t),

λ2(t, ξ0, ξ1) = E1(t)ξ0 + E2(t)ξ1 + µ3(t),

N1(t) = −E(t)Φ(t0, t1), N2(t) = −E2(t), t ∈ I.
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Òåîðåìà 3 Ïóñòü ìàòðèöà W (t0, t1) > 0. Óïðàâëåíèå w(·) ∈ L2(I, R
m+m2) ïåðåâîäèò

òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (21) èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè ξ0 ∈ Rn+m2 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå
ξ1 ∈ Rn+m2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w(t) ∈ W = {w(·) ∈ L2(I, R
m+m2)/w(t) = v(t) + λ1(t, ξ0, ξ1)+

+N1(t)z(t1, v), t ∈ I, ∀v(·) ∈ L2(I, R
m+m2)}, (26)

ãäå ôóíêöèÿ z(t) = z(t, v), t ∈ I ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ż = A1z +B(t)v(t), z(t0) = 0, t ∈ I, v(·) ∈ L2(I, R
m+m2 . (27)

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (21), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ w(t)∈W,
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

y(t) = z(t) + λ2(t, ξ0, ξ1) +N2(t)z(t1, v), t ∈ I, (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (25) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöàW (t0, t1)=C(t0, t1)>0,
ãäå K(t0, t) = Φ(t0, t)B(t). Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (20) çàïèøåòñÿ â âèäå (26). Ðåøåíèå
ñèñòåìû (21), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ (26), îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (28), ãäå
z(t) = z(t, v), t ∈ I � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (27). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 1 Ïóñòü ìàòðèöà W (t0, t1) > 0. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) (ëèáî (15) �
(17)) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé çàäà÷å

w(t) = (w1, w2) ∈ W, w1(t) = f(Py(t), λ, t), w2(t) = f0(Py(t), x0, x1, λ, t), (29)

ż = A1(t)z +B1(t)v1(t) +B2v2(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (30)

v(t) = (v1(t), v2(t)), v1(·) ∈ L2(I, R
m), v2(·) ∈ L2(I, R

m2), (31)

(x0, x1) ∈ S, λ ∈ Λ, d ∈ Γ, Py(t) ∈ G(t), t ∈ I, (32)

ãäå v(·) = (v1(·), v2(·)) ∈ L2(I, R
m+m2) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, y(t), t ∈ I îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå (28).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (29) � (32), ôóíêöèÿ y(t) = ξ(t)0,
t ∈ I, Py(t) = Pξ(t) ∈ G(t), t ∈ I, w(t) = (w1(t), w2(t)) ∈ W. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë:

J1(v1, v2, p, d, x0, x1, λ) =

t1∫
t0

[|w1(t)− f(Py(t), λ, t)|2+

+|w2(t)− f0(Py(t), x0, x1, λ, t)|2 + |p(t)− F (Py(t), λ, t)|2]dt =

=

t1∫
t0

F0(t, v1(t), v2(t), p(t), d, x0, x1, λ, z(t), z(t1))dt→ ∞

(33)

ïðè óñëîâèÿõ

ż = A(t)z +B1(t)v1(t) +B2v2(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (34)
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v1(·) ∈ L2(I, R
m), v2(·) ∈ L2(I, R

m
2 ), (x0, x1) ∈ S, λ ∈ Λ, d ∈ Γ, (35)

p(t) ∈ V (t) = {ω(t) ≤ p(t) ≤ φ(t), t ∈ I}, (36)

ãäå

w1(t) = v1(t) + λ11(t, ξ0, ξ1) +N11(t)z(t1, v), t ∈ I, (37)

w2(t) = v2(t) + λ12(t, ξ0, ξ1) +N12(t)z(t1, v), t ∈ I, (38)

N1(t) = (N11(t), N12(t)), λ1(t, ξ0, ξ1) = (λ11(t, ξ0, ξ1), λ12(t, ξ0, ξ1)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X = L2(I, R
m+m2)× V (t)× Γ× S × Λ ⊂ H = L2(I, R

m)× L2(I, R
m2)×

×L2(I, R
r)×Rm1 ×Rn ×Rn ×Rs, J∗ = inf

θ∈X
J(θ),

θ = (v1, v2, p, d, x0, x1, λ) ∈ X, X∗ = {θ∗ ∈ X/J(θ∗) = 0}.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü ìàòðèöà W (t0, t1) > 0, X∗ ̸= ∅, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ òîãî,
÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíà-
÷åíèå J(θ∗) = 0 = J∗, ãäå θ∗ = (v∗1, v

∗
2, p∗, d∗, x

∗
0, x

∗
2, λ∗) ∈ X � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

äëÿ çàäà÷è (33) � (36).
Åñëè J∗ = J(θ∗) = 0, òî ôóíêöèÿ

x∗(t) = P [z(t, v∗1, v
∗
2) + λ2(t, ξ

∗
0 , ξ

∗
1) +N2(t)z(t1, v

∗
1, v

∗
2)], t ∈ I

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6). Åñëè J∗ > 0, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) íå èìååò
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) èìååò ðåøåíèå.
Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 1, çíà÷åíèå w∗

1(t) = f(Py∗(t), λ∗, t), w
∗
2(t) = f0(Py∗(t), x

∗
0, x

∗
1,

λ∗, t), ãäå w∗(t)=(w∗
1(t), w

∗
2(t))∈W, y∗(t), t∈I îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (28), ξ∗0=(x∗0, Om2),

ξ∗1 = (x∗1, c∗), c∗ = (cj − d∗j), j = 1,m1; cj, j = m1 + 1,m2. Âêëþ÷åíèå Py∗(t) ∈ G(t), t ∈ I
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p∗(t)=F (Py∗(t), λ∗, t), t∈I, ãäå ω(t)≤p∗(t)=F (Py∗(t), λ∗, t)≤φ(t),
t∈I. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå J(θ∗) = 0. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü J(θ∗) = 0. Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w∗
1(t) =

f(Py∗(t), λ∗, t), w
∗
2(t) = f0(Py∗(t), x

∗
0, x

∗
1, λ∗, t), p∗(t) = F (Py∗(t), λ∗, t), (x

∗
0, x

∗
1) ∈ S, v∗1(·) ∈

L2(I, R
m), v∗2(·) ∈ L2(I, R

m
2 ). Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðåõîä îò êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6) ê çàäà÷å (33) � (36) íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì
ïîãðóæåíèÿ.

3. Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (33) � (36). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

F0(t, v1, v2, p, d, x0, x1, λ) = |w1(t)− f(Py(t), λ, t)|2 + |w2(t)− f0(Py(t), x0, x1, λ, t)|2+

+|p(t)− F (Py(t), λ, t)|2 = F0(t, q), q = (θ, z, z),

ãäå w1, w2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (37), (38) ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ

y = z + λ2(t, x0, x1, d) +N2(t)z, Py = x.
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Òåîðåìà 5 Ïóñòü ìàòðèöà W (t0, t1) > 0, ôóíêöèÿ F0(t, q) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
äèôôåðåíöèðóåìà ïî q = (θ, z, z), è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

|F0z(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0z(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),

|F0z(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0z(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),

|F0θ(t, θ +∆θ, z +∆z, z +∆z)− F0θ(t, θ, z, z)| ≤ L(|∆z|+ |∆z|+ |∆θ|),

∀θ ∈ Rm+m2+r+m1+2n+s, ∀z ∈ Rn+m2 , ∀z ∈ Rn+m2 .

Òîãäà ôóíêöèîíàë (33) ïðè óñëîâèÿõ (34) � (36) íåïðåðûâåí è äèôôåðåíöèðóåì ïî
Ôðåøå â ëþáîé òî÷êå θ ∈ X, ïðè÷åì

J ′(θ) = (J ′
v1
(θ), J ′

v2
(θ), J ′

p(θ), J
′
d(θ), J

′
x0
(θ), J ′

x1
(θ), J ′

λ(θ)) ∈ H,

ãäå

J ′
v1
(θ) = F0v1(t, q)−B∗

1(t)ψ(t), J ′
v2
(θ) = F0v2(t, q)−B∗

2ψ(t), J ′
p(θ) = F0p(t, q),

J ′
d(θ) =

t1∫
t0

F0d(t, q)dt, J ′
x0
(θ) =

t1∫
t0

F0x0(t, q)dt, J ′
x1
(θ) =

t1∫
t0

F0x1(t, q)dt,

J ′
λ(θ) =

t1∫
t0

F0λ(t, q)dt, q = (θ, z(t), z(t1)),

(39)

ôóíêöèÿ z(t), t ∈ I � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (34) ïðè v1(·) ∈ L2(I, R
m),

v2(·) ∈ L2(I, R
m2), à ôóíêöèÿ ψ(t), t ∈ I � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = F0z(t, q(t))− A∗
1(t)ψ, ψ(t1) = −

t1∫
t0

F0z(t1)(t, q(t))dt. (40)

Êðîìå òîãî, ãðàäèåíò J ′(θ), θ ∈ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

∥J ′(θ1)− J ′(θ2)∥ ≤ K∥θ1 − θ2∥, ∀ θ1, θ2 ∈ X, (41)

ãäå K > 0 � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü θ, θ + ∆θ ∈ X, ãäå ∆θ = (∆v1,∆v2,∆p,∆d,∆x0,∆x1,∆λ).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆ż = A1(t)∆z +B1(t)∆v1 +B2∆v2, ∆z(t0) = 0,

ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà

∆J = J(θ +∆θ)− J(θ) =< J ′
v1
(θ),∆v1 >L2 + < J ′

v2
(θ),∆v2 >L2 + < J ′

p(θ),∆p >L2 +

+ < J ′
d(θ),∆d >Rm1

+ < J ′
x0
(θ),∆x0 >Rn + < J ′

x1
(θ),∆x1 >Rn + < J ′

λ(θ),∆λ >Rs +

+R, R =
7∑

i=1

Ri,
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ãäå |R| ≤ c∗∥∆θ∥2X , |R|/∥∆θ∥X → 0 ïðè ∥∆θ∥X → 0, c∗ = const > 0.
Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèÿ (39), ãäå ψ(t), t ∈ I � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (40).
Ïóñòü θ1 = (v1 + ∆v1, v2 + ∆v2, p + ∆p, d + ∆d, x0 + ∆x0, x1 + ∆x1, λ + ∆λ) ∈ X,

θ2 = (v1, v2, p, d, x0, x1, λ). Ïîñêîëüêó

|J ′(θ1)− J ′(θ2)| ≤ c0|∆q(t)|+ c1|∆ψ(t)|+ c2∥∆θ∥,

∆ψ̇ = [F0z(t, q +∆q)− F0z(t, q)]− A∗
1(t)∆ψ,

∆ψ(t1) = −
∫

[F0z(t1)(t, q +∆q)− F0z(t1)(t, q)]dt,

òî âåðíû îöåíêè ∥∆q∥ ≤ c3∥∆θ∥, |∆ψ(t)| ≤ c4∥∆θ∥. Òîãäà

∥J ′(θ1)− J ′(θ2)∥2 =
t1∫

t0

|J ′(θ1)− J ′(θ2)|2dt ≤ K∥∆θ∥2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (39) � (41), ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} = {v1n, v2n, pn, dn,

x0n, x1n, λn} ⊂ X ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

v1n+1 = v1n − αnJ
′
v1
(θn), v2n+1 = v2n − αnJ

′
v2
(θn),

pn+1 = PV [pn − αnJ
′
p(θn)], dn+1 = PΓ[dn − αnJ

′
d(θn)],

x0n+1 = PS[x0n − αnJ
′
x0
(θn)], x1n+1 = PS[x1n − αnJ

′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[dn − αnJ
′
λ(θn)], n = 0, 1, 2, . . . ,

(42)

ãäå 0 < αn =
2

K + 2ε
, ε > 0, K > 0 � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà èç (41). Ââåäåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ

M0 = {θ ∈ X/J(θ) ≤ J(θ0)}, X∗∗ = {θ∗∗ ∈ X/J(θ∗∗) = inf
θ∈X

J(θ)},

ãäå θ0 = (v10, v20, p0, d0, x10, x20, λ0) ∈ X � íà÷àëüíàÿ òî÷êà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (42).

Òåîðåìà 6 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5, ôóíêöèîíàë J(θ), θ ∈ X îãðàíè÷åíû
ñíèçó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} ⊂ X îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (42). Òîãäà

1) J(θn − J(θn+1) ≥ ε∥θn − θn+1∥2, n = 0, 1, 2, . . . ; (43)

2) lim
n→∞

∥θn − θn+1∥ = 0. (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê θn+1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè θn−αnJ
′(θn), òî < θn+1−

θn + αnJ
′(θn), θn − θn+1 >H≥ 0, ∀θ, θ ∈ X. Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî J(θ) ∈ C1,1(X),

ïîëó÷èì

J(θn)− J(θn+1) ≥
(

1

αn

− K

2

)
∥θn − θn+1∥2 ≥ ε∥θn − θn+1∥2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {J(θn)} ñòðîãî óáûâàåò, è âåðíî íåðà-
âåíñòâî (43). Ðàâåíñòâî (44) ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J(θ), θ ∈ X.
Çàìåòèì, ÷òî J(θ) > 0, ∀θ, θ ∈ X. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 7 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5, ìíîæåñòâî M0 � îãðàíè÷åíî è âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

< F0q(t, q1)− F0q(t, q2), q1 − q2 >RN≥ 0, ∀q1, q2 ∈ RN ,
N = m+m2 + 2n+ s+m1 + r + 2(n+m2).

(45)

Òîãäà:
1) ìíîæåñòâî M0 � ñëàáî áèêîìïàêòíî, X∗∗ ̸= ∅, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî;
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, ò.å.

lim
n→∞

J(θn) = J∗ = inf
θ∈X

J(θ);

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} ⊂M0 ñëàáî ñõîäèòñÿ ê òî÷êå θ∗∗ ∈ X∗∗;
4) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(θn)− J∗ ≤
c1
n
, c1 = const > 0, n = 1, 2, . . . ;

5) êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

J(θn) = J∗ = inf
θ∈X

J(θ) = J(θ∗∗) = 0;

6) åñëè J(θ∗∗) = 0, ãäå θ∗∗ = θ∗ = (v∗1, v
∗
2, p∗, d∗, x

∗
0, x

∗
1, λ∗) ∈ X∗, òî ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è (1) � (6) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

x∗(t) = Py∗(t), y∗(t) = z(t, v∗1, v
∗
2) + λ2(t, ξ

∗
0 , ξ

∗
1) +N2(t)z(t1; v

∗
1, v

∗
2), t ∈ I.

7) åñëè J(θ∗∗) > 0, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1) � (6) íåò èìååò ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë J(θ) ∈ C1,1(X) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M0 � îãðàíè÷åííîå âû-
ïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç ðåôëåêñèâíîãî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâà H, à òàêæå èç
ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J(θ) íà ñëàáî áèêîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
M0. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îöåíêè J(θn)−J(θn+1) ≥ ε∥θn−θn+1∥2, n = 0, 1, 2, . . . .
Îòñþäà èìååì J(θn+1) < J(θn), ∥θn − θn+1∥ → 0 ïðè n → ∞, {θn} ⊂ M0. Òîãäà èç âû-
ïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà J(θ), θ ∈M0 ñëåäóåò, ÷òî {θn} ìèíèìèçèðóþùàÿ. Òðåòüå óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç ñëàáîé áèêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà M0, {θn} ⊂ M0. îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà J(θn) − J(θ∗∗) ≤ c1∥θn − θn+1∥. Óòâåðæäåíèÿ 5), 6)
ñëåäóþò èç òåîðåìû 4. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(x, λ, t), f0j(x, x0, x1, λ, t), j = 1,m2, F (x, λ) � ëèíåéíûå ôóíêöèè
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ (x, x0, x1, λ), òî ôóíêöèîíàë J(θ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

4. Ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ íà îòðåçêå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (10), (11). Îáîçíà÷èì a21 =
q(t)

p(t)
, a22 = − ṗ(t)

p(t)
,

α = (α1, α2), β = (β1, β2), b22(t) =
r(t)

p(t)
. Òåïåðü óðàâíåíèå (10) è êðàåâîå óñëîâèå (11)

çàïèøóòñÿ â âèäå

ẋ1 = x2, ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2 + b22(t)λx1, αx0 = 0, βx1 = 0, t ∈ I = [t0, t1].
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Òîãäà â âåêòîðíîé ôîðìå çàäà÷à (10), (11) èìååò âèä

ẋ = A(t)x+B(t)λx1, t ∈ I = [t0, t1], αx0 = 0, βx1 = 0, (46)

ãäå

A(t) =

(
0 1

a21(t) a22(t)

)
, B(t) =

(
0

b22(t)

)
, x =

(
x1
x2

)
, x0 =

(
x10
x20

)
, x1 =

(
x11
x21

)
.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (46), êîãäà λ ∈ Λ = {λ ∈ R1/γ ≤ λ ≤ δ}, ãäå γ, δ �
çàäàííûå ÷èñëà. Ïîëàãàåì, ÷òî ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1, t1 > t0 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà µ(t) ≡ 0, f(x, λ, t) ≡ λx1, f0 ≡ 0, F ≡ 0, t ∈ I. Òîãäà ξ(t) = x(t),
t ∈ I, A1(t) = A(t), B1(t) = B(t), B2 = 0, B3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ
ñèñòåìà (21) çàïèøåòñÿ â âèäå

ẏ = A(t)y +B(t)w1(t), y(t0) = x0, y(t1) = x1, w1(·) ∈ L2(I, R
1). (47)

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (47) èìååò âèä

y(t) = Φ(t, t0)y(t0) +

t∫
t0

Φ(t, τ)B(τ)w1(τ)dτ, t ∈ I.

Òàê êàê y(t1) = x1, y(t0) = x0, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (25) äëÿ äàííîãî ïðèìåðà
çàïèøåòñÿ òàê

t∫
t0

Φ(t0, t)B(t)w1(t)dt = a = Φ(t0, t1)[x1 − Φ(t1, t0)x0], (48)

ãäå Φ(t, τ) = θ(t)θ−1(τ), θ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ζ̇ = A(t)ζ. Òàê êàê θ̇ = A(t)θ, t ∈ I, θ(t0) = I2, ãäå I2 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà 2×2, òî ýëåìåíòû ìàòðèöû θ(t), t ∈ I ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

θ̇11(t) = θ21(t), θ11(t0) = 1; θ̇12(t) = θ22(t), θ12(t0) = 0; θ̇21(t) = a21(t)θ11(t)+

+a22(t)θ21(t), θ21(t0) = 0; θ̇22(t) = a21(t)θ12(t)+
+a22(t)θ22(t), θ22(t0) = 1.

(49)

Èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (49) ìîãóò áûòü íàéäåíû ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû θ(t) = ∥θij(t)∥, i, j = 1, 2. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

θ−1(τ) =
1

∆(τ)

(
θ22(τ) −θ12(τ)
−θ21(τ) θ11(τ)

)
, ∆(τ) = θ11(τ)θ22(τ)− θ12(τ)θ21(τ).

Çàìåòèì, ÷òî Φ(t0, t) = θ(t0)θ
−1(t) = θ−1(t). Ïîñêîëüêó

Φ(t0, t)B(t) =
1

∆(t)

(
−θ12(t)b22(t)
θ11(t)b22(t)

)
,
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òî ìàòðèöà

W (t0, t1) =

t1∫
t0

Φ(t0, t)B(t)B∗(t)Φ∗(t0, t)dt =

(
W11(t0, t1) W12(t0, t1)
W12(t0, t1) W22(t0, t1)

)
,

ãäå

W11(t0, t1) =

t1∫
t0

1

∆2t
θ212(t)b

2
22(t)dt, W12(t0, t1) =

t1∫
t0

1

∆2t
θ11(t)θ12(t)b

2
22(t)dt,

W22(t0, t1) =

t1∫
t0

1

∆2t
θ211(t)b

2
22(t)dt, W12(t0, t1) = W21(t0, t1).

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

W−1(t0, t1) =
1

∆1(t0, t1)

(
W22(t0, t1) −W12(t0, t1)
−W12(t0, t1) W11(t0, t1)

)
=

(
W 11(t0, t1) W 12(t0, t1)
W 12(t0, t1) W 22(t0, t1)

)
,

ãäå ∆1(t0, t1) = W11(t0, t1)W22(t0, t1)−W 2
12(t0, t1). Ìàòðèöû

W (t, t1) =

(
W11(t, t1) W12(t, t1)
W12(t, t1) W22(t, t1)

)
, W (t0, t) =

(
W11(t0, t) W12(t0, t)
W12(t0, t) W22(t0, t)

)
,

ãäå W 11(t0, t1) =
1

∆1(t0, t1)
W22(t0, t1), W 12(t0, t1) = − 1

∆1(t0, t1)
W12(t0, t1), W 22(t0, t1) =

1

∆1(t0, t1)
W11(t0, t1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî W (t0, t1) = W ∗(t0, t1) > 0.

Òàê êàê âåêòîðû a, E(t) ðàâíû

a = Φ(t0, t1)x1 − x0 = θ−1(t1)x1 − x0 =

−x10 +
1

∆(t1)
θ22(t1)x11 −

1

∆(t1)
θ12(t1)x12

−x20 +
1

∆(t1)
θ21(t1)x11 −

1

∆(t1)
θ11(t1)x12

 ,

E(t) = B∗(t)Φ∗(t0, t)W
−1(t0, t1) =

1

∆(t)
(−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t);

−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)),

òî

λ1(t, x0, x1) = E(t)a = T11(t)x10 + T12x20 + T21(t)x11 + T22(t)x12, (50)

ãäå

T11(t) =
1

∆(t)
[W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t)−W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)],

T12(t) =
1

∆(t)
[W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t)−W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)],

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84) . 2015



22 Ñ.À. Àéñàãàëèåâ

T21(t) =
θ22(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]+

+
θ21(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

T22(t) = − θ12(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]−

− θ11(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

Ìàòðèöà N1(t) ïîðÿäêà 2× 1 ðàâíà

N1(t) = −E(t)Φ(t0, t1) = −E(t)θ−1(t1) =

=


θ22(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]+

− θ12(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 11(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 12(t0, t1)θ11(t)b22(t)]−

+
θ21(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

− θ11(t1)

∆(t)∆(t1)
[−W 12(t0, t1)θ12(t)b22(t) +W 22(t0, t1)θ11(t)b22(t)]

 =

=

(
N11(t)
N12(t)

)
, t ∈ I.

(51)

Òîãäà ôóíêöèÿ (ñì. (50), (51))

w1(t) = v1(t) + λ1(t, x0, x1) +N1(t)z(t1, v1) = v1(t) + T11(t)x10 + T12(t)x20+
+T21(t)x11 + T22(t)x12 +N11(t)z1(t1, v1) +N12(t)z2(t1, v1), t ∈ I,

(52)

ãäå ôóíêöèÿ z(t) = z(t, v1), t ∈ I � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ż = A(t)z +B(t)v1(t), z(t0) = 0, t ∈ I, v1(·) ∈ L2(I, R
1). (53)

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðèöû E1(t), E2(t), N2(t) :

E1(t) = Φ(t, t0)W (t, t1)W
−1(t0, t1) = θ(t)W (t, t1)W

−1(t0, t1) =

=

(
e11(t) e12(t)
e21(t) e22(t)

)
, E2(t) = Φ(t, t0)W (t0, t)W

−1(t0, t1)Φ(t0, t1) =

= θ(t)W (t0, t)W
−1(t0, t1)θ

−1(t1) =

(
c11(t) c12(t)
c21(t) c22(t)

)
, N2(t) = −

(
c11(t) c12(t)
c21(t) c22(t)

)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
=

=

(
z1(t, v1) + e11(t)x10 + e12x20 + c11(t)x11 + c12(t)x12−
z2(t, v1) + e21(t)x10 + e22x20 + c21(t)x11 + c22(t)x12−

−c11(t)z1(t1, v1)− c12(t)z2(t1, v1)
−c21(t)z1(t1, v1)− c22(t)z2(t1, v1)

)
.

(54)
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Òåïåðü îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (33) äëÿ äàííîãî ïðèìåðà çàïèøåòñÿ â âèäå: ìèíè-
ìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(v1, x10, x20, x11, x12, λ) =

t1∫
t0

|w1(t)− λy1(t)|2dt =

=

t1∫
t0

|v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)− λ[z1(t, v1) + e1(t)x0+

+c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)]|2dt =
t1∫

t0

F0(t, q)dt→ inf

(55)

ïðè óñëîâèÿõ

ż = A(t)z +B(t)v1(t), z(t0) = 0, t ∈ I, (56)

v1(·) ∈ L2(I, R
1), x0 ∈ S0, x1 ∈ S1, λ ∈ Λ, (57)

ãäå T1(t) = (T11(t), T12(t)), T2(t) = (T21(t), T22(t)), e1(t) = (e11(t), e12(t)), c1(t) = (c11(t), c12(t)),
N31(t) = (−c11(t),−c12(t)), S0 = {x0 ∈ R2/αx0 = 0}, S1 = {x1 ∈ R2/βx1 = 0}, S0 × S1 =
S ⊂ R4, q = (v1, x0, x1, λ, z(t), z(t1)).

Ôóíêöèè w1(t), y1(t), t ∈ I îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (52), (54), ôóíêöèÿ z(t), t ∈
I � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (53). Çàìåòèì, ÷òî θ(v1, x0, x1, λ) ∈ X =
L2(I, R

1)× S0 × S1 × Λ ⊂ H = L2(I, R
1)×R2 ×R2 ×R1,

Ôóíêöèÿ

F0(q, t) = |v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)− λ[z1(t, v1) + e1(t)x0+

+c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)]|2, N21(t) = (−c11(t),−c12(t)).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

F0(t, q) = 2w1(t), w1(t) = v1(t) + T1(t)x0 + T2(t)x1 +N1(t)z(t1, v1)−

−λ[z1(t, v1) + e1(t)x0 + c1(t)x1 +N21(t)z(t1, v1)],

F0x0(t, q) = [2T ∗
1 (t)− 2λe∗1(t)]w1(t),

F0x1(t, q) = [2T ∗
2 (t)− 2λc∗1(t)]w1(t),

F0z1 = −2λw1(t), F0z2(t, q) = 0, F0z1(t, q) = [2N∗
1 − 2λN∗

21(t)]w1(t),

F0z(t, q) =

(
−2λw1(t)

0

)
, F0λ(t, q) = −2[z1(t) + e1(t)x0 + c1(t)x1 +N21(t)z(t0, v1)]w1(t).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (39), ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ôóíêöèîíàëà (55) ïðè óñëîâèÿõ (56),
(57) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

J ′(θ) = (J ′
v1
(θ), J ′

x0
(θ), J ′

x1
(θ), J ′

λ(θ)) ∈ H,
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ãäå

J ′
v1
(θ) = F0v1(t, q)−B∗(t)ψ(t), J ′

x0
(θ) =

t1∫
t0

F0x0(t, q)dt,

J ′
x1
(θ) =

t1∫
t0

F0x1(t, q)dt, J
′
λ(θ) =

t1∫
t0

F0λ(t, q)dt.

ôóíêöèÿ z(t, v1), t ∈ I � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (56), à ôóíêöèÿ ψ(t),
t ∈ I � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = F0z(t, q)− A∗(t)ψ, ψ(t1) =

t1∫
t0

F0z(t1)(t, q)dt. (58)

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà óðàâíåíèå (56) èìååò âèä

ż1 = z2, ż2 = a21(t)z1 + a22(t)z2 + b22(t)v1(t), z1(t0) = 0, z2(t0) = 0.

Óðàâíåíèå (58) çàïèøåòñÿ â âèäå

ψ̇1 = −2λw1(t)− a21(t)ψ2, ψ̇2 = −ψ1 − a22(t)ψ2, ψ(t1) =

(
ψ1(t1)
ψ2(t1)

)
= −

t1∫
t0

F0z(t1)(t, q)dt.

Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (42), äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} =
{v1n, x0n, x1n, λn} ⊂ X, ãäå

v1n+1 = vn − αnJ
′
v1
(θn), x0n+1 = PS0 [x0n − αnJ

′
x0
(θn)],

x1n+1 = PS1 [x1n − αnJ
′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[λn − αnJ
′
λ(θn)], n = 0, 1, 2, . . . , α0 > 0

(59)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî:

x0n+1 = PS0 [x0n − αnJ
′
x0
(θn)] = [x0n − αnJ

′
x0
(θn)]−

α∗α

|α|2
[x0n − αnJ

′
x0
(θn)],

x1n+1 = PS1 [x1n − αnJ
′
x1
(θn)] = [x1n − αnJ

′
x1
(θn)]−

β∗β

|β|2
[x1n − αnJ

′
x1
(θn)],

λn+1 = PΛ[λn − αnJ
′
λ(θn)] =


γ, åñëè λn − αnJ

′
λ(θn) < γ

λn − αnJ
′
λ(θn), åñëè γ ≤ λn − αnJ

′
λ(θn) ≤ δ,

δ, åñëè λn − αnJ
′
λ(θn) > δ.

Âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (θn) ⊂ X, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (59) ÷èñëîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {J(θn)} ñòðîãî óáûâàåò, J(θ) ≥ 0, ∀θ, θ ∈ X. Åñëè v1n → ñëv1∗, x0n → x∗0,
x1n → x∗1, λn → λ∗ ïðè n → ∞ è çíà÷åíèå J(θ∗) = 0, ãäå θ∗ = (v1∗, x

∗
0, x

∗
1, λ∗), òî ðåøå-

íèåì çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x∗(t) = y∗(t) = z(t, v1∗) + E1(t)x
∗
0 +

E2(t)x
∗
1 +N2(t)z(t, v

∗
1), t ∈ I ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ λ∗ ∈ Λ.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Îñíîâîé
ïðåäëàãàåìîãî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïîãðóæåíèÿ. Ñóòü ïðèíöèïà ïîãðóæåíèÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ è èíòåãðàëüíûõ
îãðàíè÷åíèé çàìåíÿåòñÿ íà ðàâíîñèëüíóþ íà÷àëüíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Òàêîé ïîäõîä ñòàë âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ íàõîæäåíèþ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì è îãðàíè÷åíèÿìè ñâåäåíî ê ïîñòðîåíèþ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ íèæíåé ãðàíè ôóíêöèîíàëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Â îáùåì ñëó-
÷àå îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (33) � (36) ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé
{θ∗} ⊂ X, äëÿ êîòîðûõ J({θ∗}) = 0. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê êàêîìó-ëèáî ýëåìåíòó ìíîæåñòâà
{θ∗}. Ïóñòü θ∗ = (v1∗, x

∗
0, x

∗
1, λ∗), ãäå J(θ∗) = 0 � íåêîòîðîå ðåøåíèå. Çäåñü x∗0 = x(t0),

x∗1 = x(t1), (x
∗
0, x

∗
1) ∈ S0 × S1 = S, λ∗ ∈ Λ,ãäå x∗0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðèâåäåíû òðåáîâàíèÿ (7), (8), íàëàãàåìûå íà ïðàâóþ ÷àñòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à Êîøè èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ñ íà÷àëü-
íûì ñîñòîÿíèåì x∗0 = x(t0) ïðè λ = λ∗ ∈ Λ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ çíà÷åíèé
t ∈ [t0, t1]. Áîëåå òîãî, x

∗
1 = x(t1) è âûïîëíåíû âñå îãðàíè÷åíèÿ (2) � (6). Íåçàâèñèìî îò

òîãî, êàêîå ðåøåíèå âûäåëÿåòñÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé, â ñëó÷àå, J(θ∗) = 0, íàõîäèì
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1) � (6).

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü
è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì è îãðàíè÷åíèÿìè ðåøàþòñÿ âî-
åäèíî, ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îðèåíòèðîâàííûõ íà
ïðèìåíåíèè êîìïüþòåðíîé òåõíèêè. Ðàçðåøèìîñòü è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà-
÷è îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (33) � (36), ãäå lim

n→∞
J(θn) =

inf
θ∈X

J(θ) = 0 äàåò óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, à ÷åðåç ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{θm} ðàâíûå θ∗ îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è.
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Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ íåêîòîðîãî

ñåìåéñòâà êðèâûõ

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé êëàññ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè: î âîñ-

ñòàíîâëåíèè ôóíêöèè, çàäàííîé èíòåãðàëàìè ïî íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó êðèâûõ. Ýòè çàäà÷è

ñâÿçàíû ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Â öåëÿõ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ çåìíûõ

íåäð íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ïðîèçâîäèòñÿ ñåðèÿ âçðûâîâ. Äëÿ êàæäîãî âçðûâà íà ñèñòåìå ïðè-

áîðîâ èçìåðÿþòñÿ ðåæèìû êîëåáàíèé çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Öåëü èññëåäîâàíèÿ - ïî ïîêàçà-

íèÿì ïðèáîðîâ îïðåäåëèòü âíóòðè Çåìëè ðàñïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ

ñ çàêîíàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Íàèáîëåå ÷åòêèé ôóíêöèîíàë â ïîêàçàíèÿõ

ïðèáîðîâ - âðåìÿ ïðèõîäà ñåéñìè÷åñêîé âîëíû, èìåííî îí ñëóæèò îñíîâîé â ïðàêòèêå èí-

òåðïðåòàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ñåéñìîðàçâåäêè

åñòü çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè. Ê èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñâîäÿòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå

ñ ïðîñâå÷èâàíèåì, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è èíòåðïðåòàöèè ðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ. Ïîòåìíåíèå

ðåíòãåíîâñêîé ïëåíêè ôóíêöèîíàëüíî ñâÿçàíî ñ èíòåãðàëîì ïîãëîùåíèÿ âäîëü ðåíòãåíîâ-

ñêîãî ëó÷à îò èñòî÷íèêà äî òî÷êè íà ïëåíêå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ åñòü çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèìè -

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ, åñëè çàäàíû èíòåãðàëû îò ýòîé ôóíêöèè ïî ñåìåéñòâó ëó-

÷åé. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè äëÿ ñåìåéñòâà ïëîñêèõ êðèâûõ

òèïà ïàðàáîëû. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èí-

òåãðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ñåìåéñòâî êðèâûõ, óñòîé÷èâîñòü, åäèíñòâåí-

íîñòü, ðåøåíèå, èíòåãðàë, îáëàñòü, ôóíêöèÿ, óðàâíåíèå, çàäà÷à.

Bakanov G.B., Dilman T.B.
Uniqueness theorem of solution the integral geometry problem

for the family curves

In this article the following class of integral geometry problems is considered: about the function

reconstruction, shaped by the integrals on some set of curves. These problems are correlated with

several applications. In order to study the internal earth structure, the multiple explosions are

held on Earth surface. Then, the �uctuation regimes of earth surface are measured on equipment

for each explosion. The goal of research is to determine the distribution of physical parameters

inside the Earth according to equipment measurements, correlated with laws on dissemination of

seismic waves. The most clear functional of such equipment is the arrival time of seismic wave,

which exactly serves as a base for interpretation practice. It is known that lineriazed problem

of seismic-exploration data interpretation is actually the integral geometry problem. An integral

geometry also includes the problems related to the radiography, particularly the interpretation

problem of X-ray examination. For instance, a X-ray �lm darkening functionally correlated with

the absorption integral along the X-ray from the source to point on the �lm. Thus, determination

problem of spatial distribution for the absorption coe�cient is also actually an integral geometry

problem. In this case, it is required to determine the function if the integrals of this function on set

of rays were set. The integral geometry problem is studied in this work. The solution uniqueness

theorem is proved for the considered integral geometry problem.

Key words: integral geometry, family curves, stability, uniqueness, solution, integral, domain,

function, equation, problem.
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Ã.Á.Áàêàíîâ, Ò.Á.Äèëüìàí.
�èñû©òàð ³éiði ³øií èíòåãðàëäû© ãåîìåòðèÿ

åñåái øåøiìiíi­ æàë¡ûçäû¡û

Á´ë ìà©àëàäà èíòåãðàëäû© ãåîìåòðèÿ åñåïòåðiíi­ êåëåñi êëàñû ©àðàñòûðûëàäû: áåëãiëi áið

©èñû©òàð ³éiði áîéûíøà àëûí¡àí èíòåãðàëäàð àð©ûëû èíòåãðàë àñòûíäà¡û ôóíêöèÿ içäåëi-

íåäi. Á´ë åñåïòåð ©îëäàíûñòà¡û ê°ïòåãåí åñåïòåðìåí òû¡ûç áàéëàíûñòû. Ñåéñìîáàðëàóäû­

íºòèæåëåðií èíòåðïðåòàöèÿëàó åñåáiíäå æåðäi­ iøêi ©´ðûëûìûí çåðòòåó ³øií Æåð áåòií-

äå æàðûëûñòàð æàñàëûíàäû. �ðáið æàðûëûñ ³øií ©´ðàëäàð æ³éåñiíäå Æåð áåòiíäå ïàéäà

áîë¡àí òåðáåëiñòåð °ëøåíåäi. Çåðòòåó ìà©ñàòû - ©´ðàëäàð ê°ðñåòêiøòåði áîéûíøà ñåéñìèêà-

ëûê òîëêûíäàðäû­ òàðàëó çà­äûëûêòàðûìåí áàéëàíûñòû ôèçèêàëûê ïàðàìåòðëåðäi­ òàðà-

ëóûí àíûêòàó. �´ðàë ê°ðñåòêiøòåðiíi­ íåãiçãi ôóíêöèîíàëû ðåòiíäå ñåéñìèêàëû© òîëêûí-

íû­ êåëó óàêûòû àëûíàäû. Ñåéñìîáàðëàóäû­ íºòèæåëåðií èíòåðïðåòàöèÿëàóäû­ ñûçûêòàí-

äûðûë¡àí åñåái èíòåãðàëäû­ ãåîìåòðèÿ åñåái åêåíi áåëãiëi. �àðàñòûðûëûï îòûð¡àí èíòåãðàë-

äû­ ãåîìåòðèÿ åñåïòåðiíå ðåíòãåíäiê ò³ñiðiëiìäåðäi èíòåðïðåòàöèÿëàó åñåïòåði êåëòiðiëåäi.

Ðåíòãåíäiê ïëåíêàíû­ ©îþëàíóû ©àéíàð ê°çiíåí ïëåíêàäà¡û í³êòåãå äåéiíãi ðåíòãåíäiê ñºó-

ëå áîéûíøà àëûí¡àí æ³òûëó èíòåãðàëûìåí ôóíêöèîíàëäû áàéëàíûñòû áîëàäû. Ñîíûìåí

êå­iñòiêòåãi æ³òûëó êîýôôèöèåíòií àíû©òàó åñåái êåëåñi èíòåãðàëäû­ ãåîìåòðèÿ åñåáiíå êåë-

òiðiëåäi: ñºóëåëåð ³éiði áîéûíøà àëûí¡àí èíòåãðàëäàð àð©ûëû èíòåãðàë àñòûíäà¡û ôóíêöè-

ÿíû òàáó êåðåê. Á´ë æ´ìûñòà ïàðàáîëà òèïòåñ æàçû© ©èñû©òàð ³øií èíòåãðàëäû© ãåîìåòðèÿ

åñåái çåðòòåëåäi. �àðàñòûðûë¡àí èíòåãðàëäû­ ãåîìåòðèÿ åñåái øåøiìiíi­ æàë¡ûçäû©û òóðà-

ëû òåîðåìà äºëåëäåíåäi.

Ò³éií ñ°çäåð: èíòåãðàëäû© ãåîìåòðèÿ, ©èñû©òàð ³éiði, îðíû©òûëû©, æàë¡ûçäû©, øåøiì,

èíòåãðàë, îáëûñ, ôóíêöèÿ, òå­äåó, åñåï.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè. Â îáëàñòè 0 ≤ z ≤ H òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x, y, z çàäàíî ñåìåéñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ L(x, y, z, α) òèïà ïàðà-
áîëû ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (x, y, z) è îïèðàþùèõñÿ äâóìÿ êîíöàìè íà ïëîñêîñòü z =
0. Ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùèå êðèâûå èç L(x, y, z, α), ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
ïëîñêîñòè z = 0. Ïóñòü (ξk, ηk, ζ) � òåêóùèå êîîðäèíàòû êðèâîé èç ñåìåé-ñòâà L(x, y,
z,α):

ξk = x+ (−1)k
√
z − ζ[1 + φ(x, y,

√
z − ζ, α)] cosα,

ηk = y + (−1)k
√

z − ζ[1 + φ(x, y,
√
z − ζ, α)] sinα,

0 ≤ ζ ≤ z.

Â çàäà÷å èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [1] ïî çàäàííîé ôóíêöèè f (x, y, z,α) èç óðàâíåíèÿ

f(x, y, z, α) =

∫ r(x,y,x,0,α)

0

2∑
k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ

íóæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u(x, y, z).
Çäåñü r = r(x, y, z, ζ, α) =

√
z − ζ[1+φ(x, y,

√
z − ζ, α)] îçíà÷àåò äëèíó ïðîåêöèè êðèâîé

èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà íà ïëîñêîñòè z = 0.
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Àíàëîãè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè, êîãäà êðèâûå èíâàðèàíò-
íû ê ñäâèãó ïî ïåðåìåííûì x è y, èññëåäîâàíà â ðàáîòå [2]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàåìûå êðèâûå èíâàðèàíòíû ê ñäâèãó ëèøü ïî ïåðåìåííîé z. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x, y, τ, α) òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì
ïåðåìåííûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

φ(x, y,−τ, α) = φ(x, y, τ, α), φ(x, y, 0, α) = 0,

∥τ1φ(x, y, τ1, α)− τ2φ(x, y, τ2, α)∥C ≤ q ∥τ1 − τ2∥C , q<1.

Òîãäà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè åäèíñòâåííî â
äîñòàòî÷íîé ìàëîé îáëàñòè â êëàññå ôèíèòíûõ ôóíêöèé u(x, y, z)ñ íîñèòåëåì Ω =
{(x, y)} ⊂ R2, ïðèíàäëåæàùèõ L2(Ω) ïî x, y, à ïî ïåðåìåííîé z óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ |u(x, y, z)| ≤ Meaz, åñëè z ≥ 0; u(x, y, z) ≡0, åñëè z < 0, ïîñòîÿííûå M > 0, a >
0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåì ê âèäó

f(x, y, z, α) =

∫ z

0

R(x, y,
√
z − ζ, α)

2
√
z − ζ

2∑
k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ,

ãäå

R(x, y,
√
z − ζ, α) = 1 + φ(x, y,

√
z − ζ, α) +

√
z − ζφ

′

(3)(x, y,
√

z − ζ, α).

Äàëåå, ê ôóíêöèè f(x, y, z, α) ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé z :

F (x, y, p, α) ≡
∫ +∞

−∞
e−pzf(x, y, z, α)dz =

=

∫ +∞

0

e−pτ2R(x, y, τ, α)dτ

∫ +∞

0

e−pz

2∑
k=1

u(ξk, ηk, ζ)dζ,

ãäå

R(x, y, τ, α) = 1 + φ(x, y, τ, α) + φ
′

τ (x, y, τ, α)τ,

ξk = x+ (−1)k τ [1 + φ(x, y, τ, α)] cosα,

ηk = y + (−1)k τ [1 + φ(x, y, τ, α)] sinα, ê=1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x, y, p, α) ==

∫ +∞

0

e−pτ2R(x, y, τ, α)dτ
2∑

k=1

U(ξk, ηk, p)dτ =

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84) . 2015
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=

∫ +∞

−∞
e−pτ2R(x, y, τ, α)U(x+ τ(1+φ(x, y, τ, α)) cosα, y+ τ(1+φ(x, y, τ, α)) sinα, p)dτ,

ãäå U � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííîé z. Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíê-
öèè φ(x, y, τ, α)ïî ïåðåìåííîé τ ôóíêöèÿ φ

′
τ (x, y, τ, α) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, à R(x,y,τ, α) -

íå÷åòíîé.
Èíòåãðèðóÿ F (x, y, p, α) ïî ïåðåìåííîé α îò α=0 äî α=2π, ïîëó÷àåì äâîéíîé èíòå-

ãðàë ïî âñåé ïëîñêîñòè τ, α:∫ 2π

0

F (x, y, p, α)dα =

∫ 2π

0

dα

∫ +∞

−∞
e−pτ2R(x, y, τ, α)U(x+

+τ(1 + φ(x, y, τ, α)) cosα, y + τ(1 + φ(x, y, τ, α)) sinα, p)dτ. (1)

Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

x+ τ(1 + φ(x, y, τ, α)) cosα = ξ, y + τ(1 + φ(x, y, τ, α)) sinα = η. (2)

Îòñþäà íàéäåì τ, α ðàññìàòðèâàÿ x, y êàê ïàðàìåòðû. Äàëåå, âû÷èñëèì ÿêîáèàí

J(ξ, η) =

∣∣∣∣ τ
′

ξ τ
′
η

α
′

ξ α
′
η

∣∣∣∣ .
Íåòðóäíî èç ñèñòåìû (2) íàéòè

α = arctg
η − y

ξ − x
. (3)

Ëåììà 1 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, τ èç ñèñòåìû (2) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

τ =

√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + ω(x, y, ξ, η). (4)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3), (4) âû÷èñëèì ÿêîáèàí

J(ξ, η) =
1 +G(x, y, ξ, η)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

,

ãäå ôóíêöèÿ

G(x, y, ξ, η) =
(ξ − x)ω

′

ξ + (η − y)ω
′
η√

(ξ − x)2 + (η − y)2

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì x, y.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ, âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) èìååì∫ 2π

0

F (x, y, p, α)dα =
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=

∫
R2

e−p[
√

(ξ−x)2+(η−y)2+ω(x,y,ξ,η)]2R(x, y, ξ, η)[1 +G(x, y, ξ, η)]U(ξ, η, p)dξdη√
(ξ − x)2 + (η − y)2

,

ãäå

R(x, y, ξ, η) = R(x, y,

√
(ξ − x)2 + (η − y)2 + ω(x, y, ξ, η), arctg

η − y

ξ − x
].

Â ñèëó ôèíèòíîñòè ôóíêöèè U(ξ, η, p) ïî ïåðâûì äâóì àðãóìåíòàì â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè Ω ⊂ R2:∫ 2π

0

F (x, y, p, α)dα =

∫∫
Ω

U(ξ, η, p)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

dξdη+

∫∫
Ω

K(x, y, ξ, η, p)U(ξ, η, p)√
(ξ − x)2 + (η − y)2

dξdη,

ãäå

K(x, y, ξ, η, p) = e−p[
√

(ξ−x)2+(η−y)2+ω(x,y,ξ,η)]2R(x, y, ξ, η)[1 +G(x, y, ξ, η)]− 1

äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ê îáåèì ÷àñòÿì ïîñëåäíåãî óîðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåì îïå-
ðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî êðóãó S(λ, µ;h) ðàäèóñà h ñ öåíòðîì â òî÷êå (λ, µ) :

W (λ, µ;h) =

∫∫
S(λ,µ;h)

∫ 2π

0
F (x, y, p, α)√

(λ− x)2 + (µ− y)2
dxdy =

∫∫
Ω

F (λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη, (5)

ãäå

F (λ, µ, ξ, η, p) =

∫∫
S(λ,µ;h)

dxdy√
(λ− x)2 + (µ− y)2

√
(ξ − x)2 +

√
(η − y)2

+

+

∫∫
S(λ,µ;h)

K(x, y, ξ, η, p)√
(λ− x)2 + (µ− y)2

√
(ξ − x)2 +

√
(η − y)2

dxdy.

Ñ ïîìîùüþ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò r, α ñ öåíòðîì â òî÷êå (λ, µ) èçó÷èì ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ôóíêöèè F (λ, µ, ξ, η, p):∫∫

S(λ,µ;h)

dxdy√
(λ− x)2 + (µ− y)2

√
(ξ − x)2 + (η − µ)2

=

∣∣∣∣ x = λ+ r cosα,
y = µ+ r sinα

∣∣∣∣ =
=

∫ 2π

0
dα

∫ h

0
dr√

[r−(ξ−λ) cosα−(η−µ) sinα]2+(ξ−λ)2+(η−µ)2−[(ξ−λ) cosα+(η−µ) sinα]2
=

=
∫ 2π

0
ln |h− (ξ − λ) cosα− (η − µ) sinα +

+
√
h2 − 2h[(ξ − λ) cosα + (η − µ) sinα] + (ξ − λ)2 + (η − µ)2 |dα−

−
∫ 2π

0

ln

∣∣∣∣∣∣−(ξ − λ) cosα + (η − µ) sinα√
(ξ − λ)2 + (η − µ)2

+ 1

∣∣∣∣∣∣ dα− 2π ln

√
(ξ − λ)2 + (η − µ)2.
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Ïîýòîìó óðàâíåíèå (5) çàïèøåì â âèäå

W (λ, µ, p) = −2π

∫∫
Ω

√
(ξ − λ)2 + (η − µ)2U(ξ, η, p)dξdη+

∫∫
Ω

F1(λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη,

(6)

ãäå F1(λ, µ, ξ, η, p) - èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ê óðàâíåíèþ (6) ïðèìåíÿåì îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì λ, µ:

∆λµW (λ, µ, p) = −4π2U(λ, µ, p) +

∫∫
Ω

∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p)U(ξ, η, p)dξdη. (7)

Èññëåäóåì ÿäðî óðàâíåíèÿ (7). Åñëè ââåñòè ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ρ, β ñ öåíòðîì â
òî÷êå (ξ, η), òî

F1(ξ + ρ cos β, η + ρ sin β, ξ, η, p) = F2(ρ, β, ξ, η, p),

ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî óðàâíåíèÿ (7) èìååò âèä

∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p) =
1

ρ

∂F2

∂ρ
+

∂2F2

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2F2

∂β2
. (8)

Çàìåòèì, ÷òî

F1(λ, µ, ξ, η, p) = Φ(ρ) + Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ)

ãäå

Φ(ρ) =

∫ 2π

0

ln
∣∣∣h+ ρ cos θ +

√
h2 + 2hρ cos θ + ρ2

∣∣∣ dθ − ∫ 2π

0

ln |cos θ + 1| dθ,

Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ)=
∫ 2π

0
dθ

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

0
K(ξ+r cos(θ+β),η+r sin(θ+β),ξ,η,p)√

ρ2+r2−2rρ cos θ
dr. (9)

Ïðè ρ ≤ diamΩ ≤ h ôóíêöèÿ Φ(ρ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé, òàê êàê∫ 2π

0
ln |cos θ + 1| dθ - ñõî-äÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

çàäà÷à îöåíêè ÿäðà óðàâíåíèÿ (7) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè
Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ) ïî ïåðåìåííûì ρ, β.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ ìîæíî âñåãäà âûáðàòü δ>0 òàê, ÷òîáû áûëî

ρ(1 + δ) < ρ cos θ +

√
h2 − ρ2 sin2 θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ôîðìóëå (9) ðàçáèâàåì íà 2 èíòåãðàëà: îäèí ïî îòðåçêó [0, ρ(1+

δ)], äðóãîé ïî îòðåçêó [ρ(1 + δ),ρ cos θ +
√
h2 − ρ2 sin2 θ] , òîãäà

Ψ(ρ, β, ξ, η, ρ) = Ψ1(ρ, β, ξ, η, ρ) + Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ).
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Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ, òîãäà

Ψ1(ρ, β, ξ, η, ρ) =
∫ 2π

0
K[ξ+ρ·t cos(θ+β),η+ρ·t sin(θ+β),ξ,η,p]√

1+t2−2t cos θ
dt

- äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ îöåíêè ôóíêöèè Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ) è åå ïðîèçâîäíûõ
ïîðÿäêà n ≤ 2 çàïèøåì åå â âèäå

Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ) =

∫ 2π

0

dθ

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

ρ(1+δ)

K(ξ + r cos(θ + β), η + r sin(θ + β), ξ, η, p)

r
Φ1(

ρ

r
, θ)dr,

ãäå äëÿ ôóíêöèè

Φ1(
ρ

r
, θ) =

1√
(ρ
r
)2 + 1− 2(ρ

r
) cos θ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [1, ñòð. 205]

∣∣∣∣ ∂k

∂ρk
Φ1(

ρ

r
, θ)

∣∣∣∣ ≤ C

rk
, r ≥ ρ(1 + δ), C = const. (10)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ∂k

∂ρk
Dl

ξηβ, l + k ≤ 2 îò ôóíêöèè Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ)ìîæíî

âíåñòè ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dl
ξηβ ïîä çíàê âíóòðåííåãî èíòåãðàëà. Â ñèëó äî-

ñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè

K(ξ + r cos(θ + β), η + r sin(θ + β), ξ, η, p)

è ôóíêöèÿ K(ξ+r cos(θ+β),η+r sin(θ+β),ξ,η,p)
r

áóäåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîé â Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ). Âû-

÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ∂k

∂ρk
îò âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ôóíêöèè Ψ2(ρ, β, ξ, η, ρ)ïðèâîäèò ê

ïîÿâ-ëåíèþ ðÿäà ñëàãàåìûõ çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âåðõíåìó è íèæíåìó
ïðåäåëàì è èíòåãðàëà çà ñ÷åò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ïåðâûå
èç ýòèõ ñëàãàåìûõ îãðàíè÷åíû, òàê êàê ôóíê-öèÿ Φ1(

ρ
r
, θ) íà íèæíåì ïðåäåëå îãðà-

íè÷åíà è íå çàâèñèò îò ρ, à íà âåðõíåì ïðåäåëå ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
ρ cos θ+

√
h2−ρ2 sin2 θ

h
. Èíòåãðàë, âîçíèêàþùèé ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïîäûíòå-ãðàëüíîãî

âûðàæåíèÿ â ñèëó íåðàâåíñòâà (10) îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàëîì

∫ ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ

ρ(1+δ)

dr

rk
=

 ln
cos θ+

√
(h
ρ
)2−sin2 θ

1+δ
, k = 1,

−1

ρ cos θ+
√

h2−ρ2 sin2 θ
+ 1

ρ(1+δ)
, k = 2

 .

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà

∣∣∣∣ ∂k

∂ρk
Dl

ξηβF2(ρ, β, ξ, η, p)

∣∣∣∣ ≤ C

{
ln ρ, k = 1,

1
ρ
, k = 2

}
, k + l ≤ 2,

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ = 0. Âíå ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
F2(ρ, β, ξ, η, p) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà 2.
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Ïî èçâåñòíîé ëåììå Àäàìàðà [3]

F2(ρ, β, ξ, η, p) = F2(0, β, ξ, η, p) + ρG(ρ, β, ξ, η, p),

ãäå ãëàäêîñòü ôóíêöèè G(ρ, β, ξ, η, p) íà åäèíèöó ìåíüøå ãëàäêîñòè ñàìîé ôóíêöèè

F2(ρ, β, ξ, η, p). Çà-ìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
∂2F2

∂β2 = ρ∂2G
∂β2 , îòñþäà

∣∣∣∣∂2F2

∂β2

∣∣∣∣ ≤ Cρ, C = const. (11)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (10), (11) íà îñíîâå ôîðìóëû (8) îöåíèì ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (7) â îêðåñòíîñòè ρ = 0:

|∆λµF1(λ, µ, ξ, η, p)| ≤ C0
ln ρ

ρ
, C0 = const.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
òèïà Ôðåäãîëüìà ñ îñîáåííîñòüþ âèäà ln ρ

ρ
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρk ln ρ → 0 ïðè ρ → 0 è k > 0,

à òàêæå ïîäáèðàÿ 0 < k < 1 ïîëó÷àåì

|ln ρ| ≤ C

ρk
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñî ñëàáîé îñîáåí-
íîñòüþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (λ, µ), à âíå îêðåñòíîñòè (7) èìååò îãðàíè÷åííîå ÿäðî, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Êàê èçâåñòíî, òà-
êîå óðàâíåíèå ïðè ôèêñèðîâàííûõ p,Rep > a (à � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ðîñòà ôóíêöèè
u(x, y, z) ïî ïåðåìåííîé z) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå U(x, y, p), ïðèäàäëåæà-ùåå ïðî-
ñòðàíñòâó L2 ïî ïåðåìåííûì x, y, åñëè òîëüêî äèàìåòð îáëàñòè Ω äîñòàòî÷íî ìàë [4].
Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ïî îáðàçó Ëàïëàñà U(x, y, p) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îðèãèíàë u(x, y, z).
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Constructing a basis from systems of eigenfunctions of one not strengthened

regular boundary value problem

In the present work we investigate a nonlocal boundary value spectral problem for an ordinary

di�erential equation in an interval. Such problems arise in solving the nonlocal boundary value for

partial equations by the Fourier method of variable separation. For example, they arise in solving

nonstationary problems of di�usion with boundary conditions of Samarskii-Ionkin type. Or they

arise in solving problems with stationary di�usion with opposite �ows on a part of the interval.

The boundary conditions of this problem are regular but not strengthened regular. The principal

di�erence of this problem is: the system of eigenfunctions is comlplete but not forming a basis.

Therefore the direct applying of the Fourier method is impossible. Based on these eigenfunctions

there is constructed a special system of functions that already forms the basis. However the

obtained system is not already the system of the eigenfunctions of the problem. In the paper

we demonstrate how this new system of functions can be used for solving a nonlocal boundary

value equation on the example of the Laplace equation.

Key words: nonlocal boundary conditions; regular but not strengthened regular conditions; basis;

eigenfunctions; biorthogonal system.

Ã. Äèëäàáåê, À.À. Òåíãàåâà

Ïîñòðîåíèå áàçèñà èç ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîé íåóñèëåííî ðåãóëÿðíîé

êðàåâîé çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì íåëîêàëüíóþ ãðàíè÷íóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ îáûê-

íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå. Çàäà÷è ïîäîáíîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè

ðåøåíèè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ Ôóðüå íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äèôôóçèè ñ êðàåâû-

ìè óñëîâèÿìè òèïà Ñàìàðñêîãî-Èîíêèíà. Èëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàöèîíàðíîé äèôôóçèè ñ

ïðîòèâîïîëîæíûìè ïîòîêàìè íà ÷àñòè ãðàíèöû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ

ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè. Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé, íî íå îáðàçóåò áàçè-

ñà. Ïîýòîìó ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Îñíîâûâàÿñü íà

ýòèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèÿõ â ðàáîòå ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, êîòîðûå óæå

îáðàçóåò áàçèñ. Îäíàêî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

çàäà÷è. Â ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê ýòîòà íîâàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàíà äëÿ ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ; ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå

êðàåâûå óñëîâèÿ; áàçèñ; ñîáñòâåííûå ôóíêöèè; áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà.

Ã. Äiëäºáåê, À.À. Òåíãàåâà

Áið ©àòà­ åìåñ ðåãóëÿð øåòòiê åñåïòi­ ìåíøiêòi ôóíêöèÿëàð æ³éåñiíåí áàçèñ ©´ðó

Á´ë æ´ìûñòà êåñiíäiäåãi æºé äèôôåðåíöèàëäû© òå­äåó ³øií áåéëîêàë øåêàðàëû© ñïåêòðàë-

äû åñåái çåðòòåëiíåäi. Ì´íäàé åñåïòåð äåðáåñ òóûíäûëû äèôôåðåíöèàëäû© òå­äåóëåð ³øií

áåéëîêàë øåòòiê åñåïòåðäi Ôóðüåíi­ àéíûìàëûíû àæûðàòó ºäiñiìåí øåøó êåçiíäå ïàéäà áî-

ëàäû. Ìûñàëû, Ñàìàðñêèé-Èîíêèí òåêòåñ øåòòiê øàðòïåí áåðiëãåí äèôôóçèÿíû­ áåéñòàöè-

îíàð åñåïòåðií øåøó êåçiíäå. Íåìåñå øåêàðàíû­ á°ëiãiíäå ©àðàìà-©àðñû à¡ûíìåí áåðiëãåí

äèôôóçèÿíû­ ñòàöèîíàð åñåïòåðií øåøó êåçiíäå.
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Á´ë åñåïòi­ øåêàðàëû© øàðòû ðåãóëÿð, áiðà© ©àòà­ åìåñ ðåãóëÿð áîëûï òàáûëàäû. Á´ë åñåï-

òi­ àéðû©øà åðåêøåëiëiãi, îíû­ ìåíøiêòi ôóíêöèÿëàð æ³éåñi áàçèñ ©´ðàìàéäû. Ñîíäû©òàí

Ôóðüå ºäiñií òiêåëåé ©îëäàíó ì³ìêií åìåñ. Îñû ìåíøiêòi ôóíêöèÿëàðäû íåãiçãå àëà îòûðûï,

áàçèñ ©´ðàéòûí àðíàéû ôóíêöèÿëàð æ³éåñi ©´ðûë¡àí. Áiðà© àëûí¡àí æ³éå áåðiëãåí åñåïòi­

ìåíøiêòi ôóíêöèÿëàð æ³éåñi áîëìàéäû. Æ´ìûñòà îñû àëûí¡àí æà­à ôóíêöèÿëàð æ³éåñiíi­

©îëäàíûëóûíà ìûñàë ðåòiíäå Ëàïëàñ òå­äåói ³øií áåéëîêàë øåòòiê åñåïòi øåøiëói ê°ðñåòië-

ãåí.

Ò³éií ñ°çäåð: áåéëîêàë øåêàðàëû© øàðò, ðåãóëÿð, áiðà© ©àòà­ åìåñ ðåãóëÿð øåòòiê øàðò,

ìåíøiêòi ôóíêöèÿëàð, áèîðòîãîíàë æ³éå.

Introduction

Investigations on spectral theory of ordinary di�erential operators begun from classical
papers of J. Liouville and Sh. Sturm. Fundamental works in the spectral theory of di�erential
operators were the papers by Birkho� of 1908, where he introduced regular boundary conditions
for the �rst time. The theory was signi�cantly developed by Tamarkin and Stone. These works
led to a new wide scienti�c direction having an enormous literature. We refer to [1, 2] for the
extensive bibliography and the obtained results.

Despite the apparent simplicity, the spectral theory of ordinary di�erential operators is
far from complete. This applies even to the case of a second-order operator

Lu = u′′(x) + q(x)u

on the �nite interval x ∈ (a, b) which is called Sturm-Liouville operator. Brief survey of results
in the spectral theory of the Sturm-Liouville operator is given in the recent paper by Makin
[3].

It is known that boundary conditions can be divided into three classes [4]:
- strengthened regular conditions;
- regular but not strengthened regular conditions;
- irregular conditions.
If the boundary conditions are strengthened regular then the system of root functions

forms a Riesz basis in L2(a, b). This statement was proved in [5, 6] and [7, Chapter XIX].
In the other cases the basis property of the systems of root functions is not guaranteed.

The �nal de�nition of classes of the boundary conditions for an operator of second order
when the system of eigen- and associated functions forms the basis, was given in [8].

In the present work we consider one model spectral problem for an operator of multiple
di�erentiation. Boundary conditions of the problem are regular but not strengthened regular.
The system of eigenfunctions of the problem is complete, minimal, almost normed, but does
not form a basis in L2. On the basis of these eigenfunctions we construct a special system
having basis property in L2.

Statement of the problem

Consider the spectral problem

−u′′(x) = λu(x), 0 < x < π;

u(0) = 0, u′(0) + u′(π) + αu(π) = 0,
(1)

where α > 0 is a �xed parameter.
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This problem arises while solving a nonlocal boundary value problem for the Laplace
equation by the method of separation of variables. Let D = {(r, θ) : 0 < r < 1, 0 < θ < π}
be a half-disc. Our goal is to �nd a function u(r, φ) ∈ C0(D̄) ∩ C2(D) satisfying in D the
equation

∆U = 0 (2)

with the boundary conditions

U(1, θ) = f(θ), 0 ≤ θ ≤ π, (3)

u(r, 0) = 0, r ∈ [0, 1], (4)

∂U

∂θ
(r, 0) +

∂U

∂θ
(r, π) + αU(r, π) = 0, r ∈ (0, 1). (5)

The di�erence of this problem is the impossibility of direct applying of the Fourier
method (separation of variables). Because the corresponding spectral problem for the ordinary
di�erential equation has the system of eigenfunctions not forming a basis. For α = 0 the
problem (2) - (5) was considered in [9].

One method of constructing the basis, based on the system of eigenfunctions of the
problem

−ϑ′′(x) = λϑ(x), 0 < x < π;

ϑ(0) = 0, ϑ′(0) = ϑ′(π) + αϑ(π)

was suggested in [11].
The boundary conditions of this problem are regular but not strengthened regular conditions.

And the system of its eigenfunctions does not form the basis. But a special system of functions
built with help of these eigenfunctions will form the basis. And this fact is applied for the
solution of a nonlocal initial-boundary problem for the heat equation.

The goal of the present work is to construct the basis from the system of the eigenfunctions
of the problem (1).

Preliminaries

Let us present brie�y the main de�nitions and facts which will be used in what follows.
Let B be a Banach space with the norm ∥ · ∥B, and let B∗ be its dual with the norm ∥ · ∥B∗ .

A system of elements {φk}∞k=0 is said to be closed in B if the linear span of this system is
everywhere dense in B; that is, any element of the space B can be approximated by a linear
combination of elements of this system with any accuracy in the norm of the space B.

A system of elements {φk}∞k=0 is said to be minimal in B if none of its elements belongs
to the closure of the linear span of the other elements of this system.

It is well known that a system {φk}∞k=0 is minimal if and only if there exists a biorthogonal
system dual to it, that is, a system of linear functionals {ψk}∞k=0 from B∗ such that

(φk, ψj) = δk,j
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for all k, j ∈ N. Moreover, if the initial system is simultaneously closed and minimal in B,
then the system biorthogonally dual to it is uniquely de�ned.

We say that a system {φk}∞k=0 is uniformly minimal in B, if there exists γ > 0 such that
for all k ∈ N,

dist{φk, Bk} ≥ γ∥φk∥B,

where Bk is the closure of the linear span of all elements φl with serial numbers l ̸= k.
It is also well known that a closed and minimal system {φk}∞k=0 is uniformly minimal in

B if and only if:

sup
k∈N

∥φk∥B∥ψk∥B∗ <∞.

A system {φk}∞k=0 forms a basis of the space B if, for any element f ∈ B, there exists a
unique expansion of it in the elements of the system, that is, the series

∑∞
k=0 fkφk convergent

to f in the norm of the space B.
Any basis is a closed and minimal system in B, and, therefore, we can uniquely �nd its

biorthogonal dual system {ψk}∞k=0, and hence the expansion of any element of f with respect
to the basis {φk}∞k=0 coincides with its biorthogonal expansion, that is, fk = (f, ψk) for all
k ∈ N.

On eigenvalues and eigenfunctions of the problem

In a whole the constructing eigenvalues and eigenfunctions of the problem (1) is a simple
task. Therefore we omit some details of the calculations and present the main facts which we
will use further.

We look for eigenvalues of the problem. Note that λ = 0 is not an eigenvalue, since
problem (1) for this value of λ has only the trivial solution.

Let λ ̸= 0. The eigenfunction should have the form u(x) = sin
(√

λx
)
. By taking into

account the nonlocal boundary condition, we obtain two equations

cos

(√
λπ

2

)
= 0, cot

(√
λπ

2

)
= − α√

λ
.

Solutions of the �rst equation form a series of eigenvalues and eigenfunctions of the
problem (1) of the form

λ
(1)
k = (2k + 1)2, uk1(x) = sin ((2k + 1)x) , k = 0, 1, 2, ....

The second equations can be represented as

cot (βπ) = − α

2β
, β =

√
λ

2
.

By βk denote roots of this equation. It is easy to show that they satisfy the inequalities
2k + 1 < 2βk < 2k + 2, k = 0, 1, 2, ..., and two-side estimates are carried out for δk =
βk − k − 1/2 where k is large enough

α

π (2k + 1)

(
1− 1

2k + 1

)
< δk = α

∣∣∣∣O(1

k

)∣∣∣∣ < α

π (2k + 1)
. (6)
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Consequently there exists a second series of eigenvalues and eigenfunctions of the form

λ
(2)
k = (2βk)

2, uk2(x) = sin (2βkx) , k = 0, 1, 2, ...

Lemma 1. The system of eigenfunctions {uk1, uk2}∞k=0 of the problem (1) is complete and
minimal, almost normed but does not form even an ordinary basis in L2(0, π).

Proof. The completeness and minimality of the system follow from the regularity of
boundary conditions of the spectral problem (1). The limitation of norms is easily checked
by direct calculation. However the properties of the completeness and minimality are not
enough for the basis property.

Really, consider scalar multiplications of pairs of eigenfunctions (uk1, uk2). By direct
calculation, we �nd

(uk1, uk2) =

∫ π

0

sin((2k + 1) t) sin (2βkt) dt =
π

2

sin (2δkπ)

2δkπ

2k + 1

2k + 1 + δk
.

Taking into account that ∥uk1∥ =
√
π/2, and lim

k→∞
∥uk2∥ =

√
π/2, we get that the angle

between the normed eigenvectors tends to zero:

lim
k→∞

(
uk1
∥uk1∥

,
uk2

∥uk2∥

)
L2(0,π)

= 1. (7)

Such systems can not form the unconditional basis. We show it more detailed.
The problem

−v′′ (x) = λv (θ) , 0 < x < π;

v (0) + v (π) = 0, v′ (π) + αv (π) = 0
(8)

is conjugated to the problem (1). The system of the eigenfunctions of this problem is biorthogonal
to the system {uk1, uk2}∞k=0 :

vk1 (x) =
2
π

{
sin ((2k + 1)x)− 2k+1

α
cos ((2k + 1)x)

}
vk2 (x) = Ck2

{
sin (2βkx)− 2βk

α
cos (2βkx)

}
, k = 0, 1, 2, ...,

k = 0, 1, 2, .... (9)

The constant Ck2 are taken from the biorthogonal relations (uk2, vk2) = 1. Since we will
not use the explicit form of the biorthogonal system, then we do not present here the explicit
form of constant Ck2.

Due to biorthogonality of the system, the equations

(uk1, vk1) = 1, (uk2, vk1) = 0, k = 0, 1, 2, ....

are valid.
It follows that (uk1 − uk2, vk1) = 1. Using the Cauchy-Bunyakovsky inequality, we get the

estimate from the bottom

∥vk1∥ ≥ (∥uk1 − uk2∥)−1 .
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Since ∥uk1∥ =
√
π/2, and lim

k→∞
∥uk2∥ =

√
π/2, then from here and from (7) it is easy to

obtain

lim
k→∞

∥uk1∥ ∥vk1∥ = ∞.

That is, the necessary condition of the basis property does not hold.

Lemma is proved.

It is necessary to note the fact, that the system of eigenfunctions {uk1, uk2}∞k=0 does not
have the basis, also follows from more general facts [8].

Forming the basis

Now from elements of the system {uk1, uk2}∞k=0 we construct a new system which will be
a basis in L2(0, π). We introduce new functions

φ2k (x) = uk1 (x) ,
k = 0, 1, 2, ....

φ2k+1 (x) = (uk2 (x)− uk1 (x)) (2δk)
−1,

(10)

Let us show that the constructed system is a Riesz basis in L2(0, π).

The biorthogonal system to (10) has the form:

ψ2k (x) = vk2 (x) + vk1 (x) ,

ψ2k+1 (x) = 2δkvk2 (x) , k = 0, 1, 2, ....

This system is constructed from the eigenfunctions of the problem (8) conjugated to (1).

Let us show that the constructed additional system has the basis property.

Lemma 2. The system of functions {φk (x)}∞k=0 forms a Riesz basis in L2 (0, π).

Proof. Since this system is constructed from the eigenfunctions of the problem with
regular boundary conditions and with the help of non-degenerated linear combinations, then
the completeness and minimality of the system do not change.

Let us prove asymptotic quadratic closeness of the system {φk (x)}∞k=0 to the system
forming the Riesz basis. As such we choose the system of eigen- and associated functions of
a problem of the Samarskii-Ionkin type:

−w′′ (x) = λw (x) , 0 < x < π;

w (0) = 0, w′ (0) + w′ (π) = 0.

The boundary conditions of this problem are not strengthened regular. All the eigenvalues
of this problem, except zero values, are multiple: λ

(1)
k = λ

(2)
k = (2k + 1) 2, k = 0, 1, 2, ...,. The

eigenfunctions w2k and the associated functions w2k+1 of the problem form the Riesz basis in
L2 (0, π) and have the form:

w2k (x) = sin ((2k + 1) x) , k = 0, 1, 2, ...; w2k+1 (x) = x cos ((2k + 1)x) .
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We need to show that the series converges

∞∑
k=0

∥φk − wk∥2 <∞.

It is evident that φ2k − w2k = 0. For odd numbers we have:

φ2k+1 (x) =
sin (2βkx)− sin ((2k + 1)x)

2δk
=

sin (δkx)

δkx
x cos ((2k + 1 + δk) x) .

Thus it is not di�cult to get the estimate |φ2k+1 (x)− w2k+1 (x)| ≤ Cδk. From here and from
the asymptotics (6) for δk we have the asymptotic inequality |φ2k+1 − w2k+1| ≤ C1/k where
C1 does not depend on k.

The obtained inequality provides the quadratic closeness of the system {φk (x)}∞k=0 and
the Riesz basis {wk (x)}∞k=0. Lemma is proved.

Further on, by standard methods it is not di�cult to justify that if the function f(x) ∈
C2[0, π] and satis�es the boundary conditions of the problem (1), then its Fourier series by
the system {φk (x)}∞k=0 converges uniformly.

We can calculate that

−φ′′
2k (x) = λ

(1)
k φ2k (x) ,

−φ′′
2k+1 (x) = λ

(2)
k φ2k+1 (x) +

λ
(2)
k −λ

(1)
k

2δk
φ2k (x) .

(11)

Using these formulas, it is possible to apply the method of separation of variables for solving
problems of the type (2) - (5).

Use for solving of the nonlocal boundary equation

We can write any solution of problem (2) - (5) in the form of a biorthogonal series

u (r, θ) =
∞∑
k=0

Rk (r)φk (θ) , (12)

where

Rk (r) = (u (r, ·) , ψk (·)) ≡
∫ π

0

u (r, θ)ψk (θ) dθ.

Functions (12) satisfy the boundary conditions (4) and (5).
Substituting (12) into equation (2) and the boundary conditions (3), taking into account

(11), for �nding unknown functions Rk(r) we obtain following problems:

r2R′′
2k+1(r) + rR′

2k+1(r)− λ
(2)
k R2k+1(r) = 0,

r2R′′
2k(r) + rR′

2k(r)− λ
(1)
k R2k(r) =

λ
(2)
k −λ

(1)
k

2δk
R2k+1(r),

(13)

with the boundary conditions Rk(1) = fk, where fk are the Fourier coe�cients of the
expansion of the function f(θ) into the biorthogonal series by {φk (θ)}∞k=0.
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The regular solution of (13) exists, is unique and can be written in the explicit form:

R2k+1(r) = f2k+1r

√
λ
(2)
k ,

R2k(r) = f2kr

√
λ
(1)
k + f2k+1

1
2δk

(
r

√
λ
(2)
k − r

√
λ
(1)
k

)
.

(14)

Substituting (14) into (12), we obtain a formal solution of the problem:

u(r, θ) =
∑∞

k=0 f2kr
2k+1 sin ((2k + 1) θ)+

+
∑∞

k=0 f2k+1
1

2δk
[r2βk sin (2βkθ)− r2k+1 sin ((2k + 1) θ)].

(15)

Theorem If f(θ) ∈ C2[0, π], f(0) = 0, f ′(0) = −f ′(π) + αf(π), then there exists a
unique classical solution u(r, θ) ∈ C0(D̄) ∩ C2(D) of the problem (2)-(5).

Proof. The uniqueness of the classical solution of the problem follows from the maximum
principle and the Zaremba-Giraud principle for the Laplace equation. The formal solution of
the problem is shown in the form of (15). In order to make sure that these functions are really
the desired solutions we need to verify the applicability of the superposition principle. For it
we need to show the convergence of the series, the possibility of termwise di�erentiation, and
to prove the continuity of these functions on the boundary of the half-disk.

The possibility of di�erentiating the series (15) any number of times at r < 1 is an
obvious consequence of the convergence of power series and two-sided estimates (6) for δk.
Let us justify the uniform convergence of the series (12) at r ≤ 1. For this we use the sign of
the uniform convergence of Weierstrass.

By direct calculation it is easy to see that the series (15) is majorized by the series
C1(|f0| + |f1| + |f2| + ...). This series converges due to the requirements of the theorem
imposed on f(θ). Since all the terms of the series (15) are continuous functions, then the
function u(r, θ) is continuous in the boundary domain D̄.

The proof of the theorem is complete.

Conclusion

Thus, in the present work we investigated a nonlocal boundary spectral problem (1) for an
ordinary di�erential equation in an interval (0, π). The boundary conditions of this problem
are regular but not strengthened regular. The di�erence of this problem is: the system of
eigenfunctions {uk1, uk2}∞k=0 of the problem (1) is complete and minimal, almost normed but
does not form even an ordinary basis in L2(0, π).

Based on these eigenfunctions {uk1, uk2}∞k=0 there we constructed a special system of
functions {φk (x)}∞k=0 that already forms a Riesz basis in L2 (0, π).

This fact is used for solving of the nonlocal boundary equation (2) - (5).
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Àëãîðèòì ïîèñêà îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ ìíîãîãðàííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîâåðõíîñòåé â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ñâåòîâîì ïîòîêå

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïîèñêà îñâåùåííûõ/îáäóâàåìûõ ó÷àñòêîâ âûïóêëûõ ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Îãðàíè÷åíèå íà âûïóêëîñòü ñëåäóåò èç îãðàíè÷åíèé â àë-
ãîðèòìàõ Á.Øàçåëÿ [3] è Ñ.Õåðòåëà [4] ïîèñêà ëèíèé ïåðåñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ, èñïîëü-
çîâàííûõ ïðè ïîäãîòîâêå äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì
îïðåäåëÿåò îñâåùåííîñòü îáëàñòåé îáúåêòîâ, îñíîâûâàÿñü íà âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ïðî-
åêöèé êîíòóðíûõ öèêëîâ è ëèíèé ïåðåñå÷åíèé. Ïðè ýòîì íå ñòàâèòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âû-
ïóêëîñòü îáúåêòîâ â ýòàïå îïðåäåëåíèÿ îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ ïî èçâåñòíûì ëèíèÿì ïåðåñå-
÷åíèé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïëþñîì, òàê êàê ïðè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîçâîëÿåò
ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà âûïóêëîñòü ìíîãîãðàííèêîâ, èçìåíèâ ëèøü ýòàï ïîèñêà ëèíèé ïåðåñå-
÷åíèé. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïðîñò â ïîíèìàíèè è ãèáîê â ðåàëèçàöèè. Èìååò ëîãè÷åñêè
îáîñíîâàííîå ðàçäåëåíèå íà ýòàïû, â òîì ÷èñëå è ïðèãîäíûå äëÿ ïàðàëëåëèçàöèè âû÷èñëå-
íèé. Äëÿ çàäà÷ ðåàëüíîãî âðåìåíè âîçìîæíîñòü ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èõ êëþ÷åâûõ õàðàêòåðèñòèê àëãîðèòìà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãîðèòì, ïîòîê, ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

A.T. Nurtay
An algorithm forsun illuminated surface areas of intersecting convex polyhedra

This paper presents a method for �nding lighted / windy areas of intersecting convex polyhedra.
The constraints in B. Chazelle [3] and S.Hertel [4] algorithms for search intersection lines of
polyhedra used in the preparation of data for the presented algorithm imply the restriction on the
convexity. The developed algorithm determines the sun lighting of the subject based on the mutual
arrangement of the projections of contour cycles and intersections lines. There is no restriction
on the convexity in the stage of de�ning lighted areas with the known lines of intersections. This
is a great advantage, since further research allows to remove the restriction on a convexity by
changing only the step of searching the intersection lines of surfaces. The developed algorithm
is easy to understand and �exible to implement. It has logically justi�ed division into stages,
including suitable parts for concurrency management. The possibility of parallel computing is one
of the key characteristics of the algorithm for real-time tasks.
Key words: algorithm, areas, parallel computing.

�.Ò Íºðòàé .
�èûëûñàòûí ê°ïæà©òû äåíå áåòòåðiíi­ °çàðà ïàðàëëåëü ê³í ñºóëåëåði ò³ñêåí

àéìà©òàðûí àíû©òàó àëãîðèòìi

Á´ë ìà©àëàäà ä°­åñ, ©èûëûñàòûí ê°ïæà©òû äåíåëåðäi­ ïàðàëëåëü ê³í ñºóëåñi ò³ñêåí íå ïà-
ðàëëåëü àóà à¡ûíûìåí ³ðëåíãåí á°ëiêòåðií òàáàòûí àëãîðèòì ê°ðñåòiëãåí. Ä°­åñòiêêå áàé-
ëàíûñòû øåêòåó Á.Øàçåëü [3] ìåí Ñ.Õåðòåëäi­ [4] ê°ïæà©òû äåíå áåòòåðiíi­ ©èûëûñó ñûçû-
©òàðûí òàáó áàðûñûíäà ©îéûë¡àí áîëàòûí. �´ðàñòûðûë¡àí àëãîðèòì æàðû©òàíäûðûë¡àí
àéìà©òû äåíåëåðäi­ ñ³ëáà òiçáåêòåði ìåí ©èûëûñó ñûçû¡ûíû­ ïðîåêöèÿëàðûíû­ °çàðà îð-
íàëàñóûíà ©àðàé àíû©òàéäû. �èûëûñó ñûçû©òàðûí òàáàòûí ºäiñòi °çãåðòñåê, ä°­åñòiêêå
©îéûë¡àí øåêòåó æîéûëàäû, ñåáåái ìà©àëàäà ´ñûíûë¡àí àëãîðèòìäå îíäàé øåêòåó æî©.
Á´ë àëãîðèòì ò³ñiíãåíãå î­àé áîë¡àíûìåí ©îéìàé, îíû­ ïðîãðàììàëû© æ³çåãå àñûðûëóû
äà æå­ië. Ëîãèêàëû© íåãiçäåëãåí ýòàïòàð¡à á°ëiíiï, ïàðàëëåëü åñåïòåóãå äå èêåìäåëãåí. Ìå-
çåò ñàéûí åñåïòi­ æàóàáûí êåðåê åòåòií ìºñåëåëåð ³øií àìàëäû­ ïàðàëëåëäåíói àëãîðèòìíi­
áàñòû ñèïàòòàìàëàðûíû­ áiði áîëûï òàáûëàäû.
Ò³éií ñ°çäåð:àëãîðèòì, à¡ûì, ïàðàëëåëüäi åñåïòåóëåð.
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Èñòîðèÿ è ïðèêëàäíàÿ çíà÷èìîñòü

Çàäà÷à ïîèñêà îñâåùåííûõ îáëàñòåé òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ óñïåøíî ðåøàåòñÿ ïðè
ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, íàïðèìåð ìåòîä êàðòû ãëóáèíû,
è ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óäàëåíèÿ íåâèäèìûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé
çàäà÷åé êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè, è åùå â 70-õ ãîäàõ áûëè ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû äëÿ åå
ðåøåíèÿ. Ìåòîäû óäàëåíèÿ íåâèäèìûõ ãðàíåé äåëÿòñÿ íà ðàñòðîâûå è âåêòîðíûå, à òàê-
æå íà ìåòîäû, çàìåòàþùèå â êàðòèííîé ïëîñêîñòè, è íà ìåòîäû, ðàáîòàþùèå â îáúåìíîì
ïðîñòðàíñòâå. Óïîìÿíóòûé ìåòîä êàðòû ãëóáèíû ïðèíàäëåæèò ê ðàñòðîâûì ìåòîäàì.
Îí ðåøàåò çàäà÷ó íà êàðòèííîé ïëîñêîñòè, âñëåäñòâèå ÷åãî ôàêòè÷åñêè òåðÿåòñÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ôîðìå îáúåêòîâ, ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ îòíî-
ñèòåëüíî äðóã äðóãà è ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â ïðàêòèêå âñòðå÷àåòñÿ ðÿä ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷, êîòîðûå áëèçêè ïî ôîðìóëèðîâêå ê âûøåîïèñàííîé. Êëþ÷åâûì ðàçëè÷èåì
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ äàííûõ â îáúåìíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ïîìîùè ýô-
ôåêòèâíîãî âåêòîðíîãî ìåòîäà. Íàïðèìåð, íà êîñìè÷åñêèé àïïàðàò, ñîâåðøàþùèé ïîëåò
ïî îêîëîçåìíîé îðáèòå, ñðåäè ïðî÷èõ äåéñòâóþò ñèëà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ. Ñèëà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èãðàåò îäíó èç êëþ÷åâûõ ðîëåé ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, òàê êàê íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñèëû è ìîìåíòû
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Îòäåëüíî íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñèëó
ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùóþ, íàïðèìåð, íà ãåîñòàöèîíàðíûé èñêóññòâåííûé ñïóò-
íèê. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì îá îñâåùåííîñòè ñîëíå÷íûõ áàòàðåé, ñíàáæàþùèå ýíåðãèåé
ñàìè ñòàíöèè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëû ïî
ó÷àñòêàì ïîâåðõíîñòåé, îáäóâàåìûõ ïîòîêîì ÷àñòèö, ëèáî îñâåùàåìûõ Ñîëíöåì. Â ýòèõ
öåëÿõ è ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê îñâåùåííûõ/îáäóâàåìûõ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Âåêòîðíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáúåìíîì ïðîñòðàíñòâå áûë
ïðåäëîæåí â ðàáîòå Â.Â.Ñàçîíîâà [1]. Çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà äëÿ íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îáúåêòîâ. Â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷åíèå íà íåïåðåñåêàåìîñòü îáúåêòîâ ñíèìàåòñÿ, è
ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ èäåÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñâåùåííûõ/îáäóâàåìûõ îáëàñòåé. Äëÿ ïîèñêà
ïåðåñå÷åíèÿ âûïóêëûõ îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå áûñòðûå èçâåñòíûå ìåòîäû.
Îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äëÿ ïîíèìàíèÿ è ðåàëèçàöèè, âòîðîé - áîëåå ñëîæíûì
êàê â ïîíèìàíèè, òàê è â ðåàëèçàöèè. Îáúåäèíÿåò ýòè äâà ìåòîäà óñëîâèå íà âûïóê-
ëîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ. Ïðåäëîæåííàÿ èäåÿ ïîèñêà îñâåùåííûõ/îáäóâàåìûõ
ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòåé îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëèçå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé ïðèâÿçêè îáðàçà
è ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ñâåòà äëÿ ñëó÷àÿ ïîèñêà ñâå-
òîâîãî äàâëåíèÿ èëè íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ñëó÷àÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí ìåòîä, ïðèìåíèìûé
äëÿ ïîèñêà îñâåùåííûõ/îáäóâàåìûõ îáëàñòåé ïåðåñå÷åíèÿ íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ
ïðè óñëîâèè èçâåñòíîé ëèíèè ïåðåñ÷åíèÿ.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåêòû, îãðàíè÷åííûå ìíîãîãðàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñ òðåóãîëü-
íûìè ãðàíÿìè. Ïîâåðõíîñòè îáúåêòîâ ñ÷èòàþòñÿ çàìêíóòûìè è äâóõñòîðîííèìè. Êàæ-
äîé ãðàíè ïîâåðõíîñòè îáúåêòà ñîîòâåòñòâóþò äâà âåêòîðà íîðìàëè: âíåøíèé è âíóò-
ðåííèé. Âûáèðàÿ âíåøíèé âåêòîð íîðìàëè, ìû çàäàåì îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè è å¼
ðåáåð (ðåáðî ãðàíè îðèåíòèðîâàíî òàê, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü ðåáðà ðàññìàòðèâàåìàÿ
ãðàíü ðàñïîëàãàåòñÿ ñëåâà, åñëè íàáëþäàòü èç êîíöà âåêòîðà íîðìàëè). Ñöåíîé áóäåì
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íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Çàäà÷à ñîñòî-
èò â ïîñòðîåíèè îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì èõ âîçìîæíîãî
çàòåíåíèÿ ïðè îñâåùåíèè ñöåíû áåñêîíå÷íî óäàëåííûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ñâåòà. Áó-
äåì íàçûâàòü ãðàíü ëèöåâîé, åñëè å¼ íîðìàëü îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì íà
èñòî÷íèê ñâåòà, è íåëèöåâîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðåáðî áóäåì íàçûâàòü ëèöåâûì, åñ-
ëè îíî ïðèíàäëåæèò äâóì ëèöåâûì ãðàíÿì, íåëèöåâûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò äâóì
íåëèöåâûì ãðàíÿì, è ãðàíè÷íûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåáðîì ëèöåâîé è íåëè-
öåâîé ãðàíåé. Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò ðîâíî äâóì ãðàíÿì. Ãîâîðÿ â
äàëüíåéøåì î ïðîåêòèðîâàíèè, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà
ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ íàïðàâëåíèþ ñâåòîâîãî ïîòîêà. Æåëàòåëüíî çàðàíåå îïðå-
äåëèòü "îòäàëåííîñòü ïëîñêîñòè îò íàáëþäàòåëÿ òî åñòü äîãîâîðèòüñÿ î òîì, ÷òî âñå
ôèãóðû ñöåíû íàõîäÿòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ýòîé ïëîñêîñòè è, íàïðèìåð, î òîì, ÷òî ïðî-
åêòèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òîìó æå âåêòîðó, ÷òî è âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ñâåòîâîãî
ïîòîêà. Ãðàíè íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùåå ðåáðî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äâå ëèöåâûå ãðàíè ñâÿçàíû, åñëè ìîæíî ïåðåìåñòèòüñÿ ñ îäíîé ãðàíè íà äðóãóþ, äâèãà-
ÿñü òîëüêî ïî ëèöåâûì ãðàíÿì ïîâåðõíîñòè. Ïîä ëèöåâîé ïîâåðõíîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü
ìíîæåñòâî ëèöåâûõ ãðàíåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿçàíà ñî âñåìè äðóãèìè ãðàíÿìè ýòîãî
ìíîæåñòâà. Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó ïîâåðõíîñòè òî÷êîé ñáîðêè (Ðèñóíîê. 1), åñëè ïðè
îáõîäå âñåõ èíöèäåíòíûõ äàííîé âåðøèíå ðåáåð îò ðåáðà ê ðåáðó âäîëü ïîâåðõíîñòè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñóììà ïðîåêöèé íà, îðòîãîíàëüíóþ íàïðàâëåíèþ ñâåòîâîãî ïîòîêà,
ïëîñêîñòü, âñåõ ïëîñêèõ óãëîâ áûëî áîëüøå 2π .

Ðèñóíîê 1 � Òî÷êà ñáîðêè 1

Èíäåêñîì çàòåíåíèÿ òî÷êè íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ëèöåâûõ ãðàíåé, êîòîðûå çàêðû-
âàþò äàííóþ òî÷êó îò èñòî÷íèêà ñâåòà. ßñíî, ÷òî òî÷êà ïîâåðõíîñòè îñâåùåíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ èíäåêñ çàòåíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Íåëèöåâûå ãðàíè íå îñâåùåíû,
è ïîýòîìó èç ðàññìîòðåíèÿ èõ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü. Èíäåêñ çàòåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãèåé èíäåêñà êîëè÷åñòâåííîé íåâèäèìîñòè, èñïîëüçóåìîãî â àëãîðèòìå Àïïåëÿ óäàëå-
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íèÿ íåâèäèìûõ ëèíèé [2]. Ãðàíèöà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò èç ãðàíè÷íûõ ðåáåð,
îáðàçóþùèõ öèêë, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êîíòóðíûì öèêëîì. Îðèåíòàöèÿ êàæäîãî
êîíòóðíîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èí-
äåêñ çàòåíåíèÿ äëÿ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ. Íàéòè îáëàñòè â êîòîðûõ èíäåêñ
çàòåíåíèÿ ðàâåí íóëþ. Îáúåäèíèòü ó÷àñòêè ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì çàòåíåíèÿ.

Ñïîñîá ðåøåíèå çàäà÷è

Èíäåêñ çàòåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ëèöåâûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ îáúåêòîâ. Ðàññìîòðèì òî÷êó P ïðîåêöèè ãðàíè÷íîãî ðåáðà îäíîé ëèöåâîé
ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ. Î÷åâèäíî, â ?-îêðåñòíîñòè òî÷êè P èíäåêñ çàòåíåíèÿ ïðèíèìàåò
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, è ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà ôóíêöèè èíäåêñà
çàòåíåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñàìîé òî÷êå P ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ èíäåêñà çàòåíåíèÿ èç ?-îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïðåäëîæåí-
íûé â ðàáîòå Ñàçîíîâà Â.Â. [1], àëãîðèòì ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè îáúåêòà íà
îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ èíäåêñ çàòåíåíèÿ ïîñòîÿíåí, è â âûäåëåíèè òåõ îáëàñòåé,
â êîòîðûõ îí ðàâåí íóëþ. Äëÿ ðàçáèåíèÿ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì, ïîâåðõíî-
ñòåé íà îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà èíäåêñà çàòåíåíèÿ íåîáõîäèìî: 1) íàéòè ãðàíè÷íûå ðåáðà
âñåõ ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ ñöåíû; 2) íàéòè îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âñåõ ãðàíè÷íûõ
ðåáåð íà ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè îáúåêòîâ ñöåíû; 3) ðàçáèòü ëèöåâûå ïîâåðõíîñòè íà îáëà-
ñòè ïîñòîÿíñòâà èíäåêñà çàòåíåíèÿ; 4) îïðåäåëèòü èíäåêñû çàòåíåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê
îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ñïîñîáà äëÿ ñëó÷àÿ ñöåí ñ ïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ îáúåêòàìè, íåîáõîäèìî ìîäåðíèçèðîâàòü àëãîðèòì. Ââîäÿòñÿ äâà, ïðîìåæóòî÷íî-
ïàðàëëåëüíûõ ê âûøåóêàçàííûì ýòàïàì, ïðîöåññà: 1) ïîèñê ïåðåñå÷åíèÿ ëîìàíîé, ïî
êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ìíîãîãðàííèêè; 2)àíàëèç âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýòîé ëîìàíîé
è êîíòóðíûõ öèêëîâ.

Êîíòóðíûå öèêëû

Ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü îáúåêòà, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ ñöåíû. Îíà ñî-
äåðæèò îäíó èëè íåñêîëüêî ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ãðàíèöà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ñîñòî-
èò èç ãðàíè÷íûõ ðåáåð, îáðàçóþùèõ öèêë, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü êîíòóðíûì öèêëîì.
Îðèåíòàöèÿ êàæäîãî êîíòóðíîãî öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ëèöåâîé ïîâåðõíî-
ñòè. Êîëè÷åñòâî êîíòóðíûõ öèêëîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ëèöåâóþ ïîâåðõíîñòü, çàâèñèò îò
ôîðìû ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà è åãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ó ñôå-
ðû ëèöåâàÿ ïîâåðõíîñòü âñåãäà áóäåò îãðàíè÷åíà îäíèì êîíòóðíûì öèêëîì, à ó òîðà
ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì ëèöåâàÿ ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åíà äâóìÿ êîíòóðíû-
ìè öèêëàìè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, èíäåêñ çàòåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáúåêòîâ. Òî÷êàìè ðàçðûâà ýòîé ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïðîåêöèé ãðàíè÷íûõ ðåáåð íà ðàññìàòðèâàåìóþ ëèöåâóþ ïîâåðõíîñòü,
ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà èíäåêñà çàòåíåíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè âñå
ãðàíè÷íûå ðåáðà è êîíòóðíûå öèêëû ïîâåðõíîñòåé ñöåíû.

Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

Îðèåíòèðîâàííóþ è çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç îáùèõ äëÿ ïàðû ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ìíîãîãðàííèêîâ îòðåçêîâ íàçîâåì ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîÿñíå-
íèÿ àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ââåñòè ðÿä äîãîâîðåííîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñòðîãèìè îïðå-
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à)

b)

Ðèñóíîê 2 à è b � Îðèåíòàöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èññëåäóåìîãî (ïåðåñåêàþùåãî)

îáúåêòà

äåëåíèÿìè, è èñïîëüçóåìûõ ëèøü äëÿ êðàòêîñòè äàëüíåéøèõ ïîÿñíåíèé è íàãëÿäíîñòè.
Âî-ïåðâûõ, îáúåêòû èññëåäóþòñÿ ïîïàðíî. Òî åñòü â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ îäíîâðåìåííî
áîëåå ÷åì äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ, íåîáõîäèìî ïåðåñìîòðåòü èõ ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâà-
òåëüíî: ñíà÷àëà ëþáûõ äâóõ, çàòåì ýòîò îáúåäèíåííûé ìíîãîãðàííèê ñ òðåòüèì, è òàê
äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìîæåì ãîâîðèòü ëèøü î ïàðå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîãðàííè-
êîâ, êàêîé áû ñëîæíîé íè áûëà ñöåíà. Âî-âòîðûõ, êàæäûé ìíîãîãðàííèê èññëåäóåòñÿ
ñî ñâîèì íàáîðîì äàííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà è òà æå ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìîæåò
èìåòü ðàçíîå íàïðàâëåíèå â ïðîöåññå àíàëèçà ñöåíû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îñâåùåí-
íîñòü êîòîðîãî èç ïàðû èññëåäóåìûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìû âû÷èñëÿåì (Ðèñóíîê.2 à è
b).

Âñå, íàéäåííûå â ïðîöåññå ïîèñêà ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, îòðåçêè äîëæíû áûòü âêëþ-
÷åíû â íàïðàâëåííûé öèêë. Ïîäðîáíåå î êëàññèôèêàöèè ïîäîáíûõ ñòðóêòóð íàïèñàíî
â ðàáîòàõ [3], [4]. Ìû æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçîê ïðèíàäëåæèò òîìó ìíîãîãðàííè-
êó, êîòîðûé íà ìîìåíò àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñåêàåìûì, òî åñòü íå ïðèíàäëåæèò ìíî-
ãîãðàííèêó, ÷åé êîíòóðíûé öèêë àíàëèçèðóåòñÿ èìåííî íà òîò ìîìåíò. Â-òðåòüèõ, â
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òðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ îðèåíòèðîâàíû òàê, ÷òî îãðàíè÷èâàþò
îáëàñòü ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþùåãî ìíîãîãðàííèêà, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âíóòðè ïåðåñåêà-
åìîãî, ñîõðàíÿÿ îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþùåãî ìíîãîãðàííèêà (Ðèñóíîê.2 à è
b). Â-÷åòâåðòûõ, ïðîåêöèè ëèíèé ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è èõ ïðî-
îáðàç â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñ ó÷åòîì, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðèíàäëåæíî-
ñòè ïðîîáðàçà ê ïåðåñåêàåìîìó ìíîãîãðàííèêó. Â-ïÿòûõ, ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëíîñòüþ
ïðèíàäëåæàùèå íåëèöåâûì ãðàíÿì, íå ó÷èòûâàþòñÿ â àíàëèçå èíäåêñà çàòåíåíèÿ êîí-
òóðíîãî öèêëà, òàê êàê íèêàê íå âëèÿþò íà èçìåíåíèå èíäåêñà çàòåíåíèÿ. Â-øåñòûõ,
ñëó÷àè íàëåãàíèÿ èëè êàñàíèÿ ôèãóð íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Âñå
ïîäîáíûå ñëó÷àè âûÿâëÿþòñÿ ïðè ïîèñêå ëèíèé ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ, è îáðàáà-
òûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ìíîãîãðàííèêîâ - îáúåäèíÿþòñÿ
èëè èç ñöåíû èñêëþ÷àåòñÿ ñîäåðæàùèåñÿ â äðóãèõ ìíîãîãðàííèêàõ âíóòðåííèå ìíî-
ãîãðàííèêè. Àëãîðèòì àíàëèçà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ
ïðåäñòàâëåí íèæå.

Ðèñóíîê 3 � Ïàðàëëåëåïèïåä è øåñòèóãîëüíàÿ ïðèçìà

Çàäà÷à ïîèñêà îñâåùåííûõ ó÷àñòêîâ

Îïèøåì ïîýòàïíî ïîèñê îñâåùåííûõ îáëàñòåé ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Âîçü-
ìåì ïåðåñåêàþùèõñÿ øåñòèóãîëüíóþ ïðèçìó è ïàðàëëåëåïèïåä êàê íà ðèñóíêå 3.

Èõ ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ âûäåëåíà íà ðèñóíêå 4. Ýòàï 1. Ïðîåêòèðóåìûå êîíòóðíûå
öèêëû êàæäîé ïàðû ìíîãîãðàííèêîâ è ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ íà îáùóþ ïëîñêîñòü. Ïðîåê-
òèðîâàíèå îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòü - ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ýòî íóæíî ó÷èòûâàòü
ïðè îòîáðàæåíèè ó÷àñòêîâ ïðîåêöèé, ñ íàéäåííûìè èíäåêñàìè çàòåíåíèÿ, êîíòóðíûõ
öèêëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷àñòêè ìíîãîãðàííèêîâ. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ õðàíèòü
ïðîåêòèðîâàííûé îáðàç öèêëîâ â îòäåëüíûõ ñòðóêòóðàõ, ñ îäíîçíà÷íîé ïðèâÿçêîé ê
ïðîîáðàçó. Ýòàï 2. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé êîíòóðíûõ öèêëîâ äðóã ñ äðó-
ãîì è êàæäîãî èç íèõ ñ ïðîåêöèÿìè ëèíèé ïåðåñå÷åíèé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè
àëãîðèòìà Áåíòëè-Îòòìàíà [5]. Çàìåòèì, ÷òî, ïðè äâèæåíèè âäîëü ïðîåêöèè êîíòóðíîãî
öèêëà, èíäåêñ çàòåíåíèÿ åãî ïðîîáðàçà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ëèøü â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ îá-
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Ðèñóíîê 4 � Ëèíèÿ ïååðñå÷åíèÿ

ðàçà ñ ïðîåêöèÿìè äðóãèõ ëîìàíûõ è òî÷êàõ ñáîðêè. Ðàññìîòðèì, êàêèì îáðàçîì ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ èíäåêñ çàòåíåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ýòàï 3.1. Ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèè êîí-
òóðíîãî öèêëà ñ ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ. Áåðóòñÿ âåðøèíû íà ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàåìîãî
ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçîì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé êîíòóðíûõ
öèêëîâ è ëèíèé ïåðåñå÷åíèé (Ðèñóíîê.5). Çàïèøåì âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ êîíòóðíîãî
öèêëà â âåðøèíå I1 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí V . Âåðøèíà I2 íå èçìåíÿåò èíäåê-
ñà çàòåíåíèÿ, òàê êàê ïðèíàäëåæèò íåëèöåâîé ãðàíè. Âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé
êîíòóðíîãî öèêëà è ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, ïðîîáðàçû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò íåëèöåâûì
ãðàíÿì, èñêëþ÷àþòñÿ èç àíàëèçà. Èùåì èíöèäåíòíûå âåðøèíå I1 ðåáðà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì: 1) ðåáðà ïðèíàäëåæàò ïåðåñåêàåìîìó ìíîãîãðàííèêó; 2) ïðîåêöèè ðåáåð
ëåæàò â îáëàñòè ïðîåêöèè ïåðåñåêàþùåãî ìíîãîãðàííèêà. Íàõîäÿòñÿ âñå ãðàíè, ñìåæ-
íûå ïî ýòèì ðåáðàì.

Â ðèñóíêå 6 äëÿ âåðøèíû I1 òàêîâûìè ãðàíÿìè ÿâëÿþòñÿ: ABCDEF, ALKB, AFGL.
Çàïèøåì âíåøíèå âåêòîðû íîðìàëåé ýòèõ ãðàíåé âî ìíîæåñòâî N. Åñëè âåðøèí òèïà I1
íåñêîëüêî, òî íåîáõîäèìî äåëàòü ïðèâÿçêó ãðàíåé ê ñîîòâåòñòâóþùèì âåðøèíàì. Ýòàï
3.2. Âû÷èñëÿþòñÿ óãëû ìåæäó âåêòîðàìè èç ìíîæåñòâ V è N , ÿâëÿþùèìèñÿ èíöèäåíò-
íûìè îäíîé è òîé æå âåðøèíå, è ñðàâíèâàþòñÿ ñ 90?. Åñëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè èç
ìíîæåñòâà V è ìíîæåñòâà N áîëüøå 90?, òî èíäåêñ çàòåíåíèÿ ïîñëåäóþùåãî îòðåç-
êà êîíòóðíîãî öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó (Ðèñóíîê 7). Èíà÷å, óìåíüøàåòñÿ íà
åäèíèöó. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò "âõîæäåíèþ"îäíîãî èç ìíîãîãðàííèêîâ â îáëàñòü äðóãîãî
è "âûõîä"èç îáùåé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû
è íèêàêîé äðóãîé èíôîðìàöèè äëÿ çàäàííîé âåðøèíû íåò, ñîîòâåòñòâóåò êàñàíèþ èëè
íàëåãàíèþ ìíîãîãðàííèêîâ. Çàìå÷àíèå. Ñîñòàâèì ïëîñêîñòè èç âñåâîçìîæíûõ ïàð âåê-
òîðîâ èç ìíîæåñòâà N . Äëÿ êàæäîé òàêîé ïëîñêîñòè åñòü äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà. Åñëè
âñå, íå ó÷àñòâîâàâøèå â ïîñòðîåíèè ïëîñêîñòè, âåêòîðû íàõîäÿòñÿ â îäíîì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå, òî, â ñèëó ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, èíäåêñ çàòåíåíè
ìîæåò èçìåíèòüñÿ ëèøü â ñòîðîíó óáûâàíèÿ. Åñëè õîòÿ áû îäèí âåêòîð ðàñïîëàãàåòñÿ
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Ðèñóíîê 5 � Æåëòûå ñòðåëêè óêàçûâàþò íà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé èññëåäóåìîãî êîíòóðíîãî

öèêëà ïàðàëëåëåïèïåäà è ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ. Óêàçàòåëè ñèíåãî öâåòà, ïåðåíîñÿò èç äâóõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ïðîåêöèé â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è ïîêàçûâàþò íà ìåñòîïîëîæåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê (I1 è I2) íà ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàåìîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû.

Ðèñóíîê 6 � Îáùàÿ îáëàñòü äâóõ ìíîãîãðàííèêîâ
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Ðèñóíîê 7 � Ãðàíè è èõ âåêòîðû íîðìàëåé, îòìå÷åííûå îäèíàêîâûì öâåòîì. ×åðíàÿ ñòðåëêà

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó V , öâåòíûå ñòðåëêè - ìíîæåñòâó N .

à) Îðèåíòàöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ïðîõîäå ïî êîíòóðíîìó öèêëó ïàðàëëåëåïèïåäà

b) Îðèåíòàöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ïðîõîäå ïî êîíòóðíîìó öèêëó øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû

Ðèñóíîê 8 � Îðèåíòàöèÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïðè ïðîõîäå ïî êîíòóðíîìó öèêëó
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â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá óâèëè÷åíèè èíäåêñà çàòåíåíèÿ. Ýòàï
4. Ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé äâóõ êîíòóðíûõ öèêëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ìû õðàíèì
ïðîåêöèè â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ïðîîáðàçàìè. Òî åñòü â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè ìîæíî íàéòè òî÷êó íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå íà
ïðîåêöèè êîíòóðíûõ öèêëîâ èëè ëèíèé ïåðåñå÷åíèé. Êàê èçìåíÿåòñÿ èíäåêñ çàòåíåíèÿ
â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé äâóõ êîíòóðíûõ öèêëîâ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò-
ñÿ îáû÷íûì âû÷èñëåíèåì ðàññòîÿíèé îò òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
êîíòóðíûõ öèêëîâ, íà ìíîãîãðàííèêàõ äî ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ. Åñëè òî÷êà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ èññëåäóåìîìó êîíòóðó íàõîäèòñÿ äàëüøå îò ïëîñêîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ,
÷åì òî÷êà ïåðåñåêàåìîãî êîíòóðà, òîãäà èíäåêñ çàòåíåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Åñëè
òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èññëåäóåìîìó êîíòóðó íàõîäèòñÿ áëèæå ê ïëîñêîñòè ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ, ÷åì òî÷êà ïåðåñåêàåìîãî êîíòóðà, òîãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà.
Êëþ÷åâîé ìîìåíò. Ïóñòü v1 - âåêòîð îáõîäà ïðîåêöèè èññëåäóåìîãî êîíòóðíîãî öèêëà.
v2 - âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïðîåêöèè ïåðåñåêàåìîãî êîíòóðíîãî öèêëà. Ïóñòü n - âåêòîð
íàïðàâëåíèÿ ñâåòîâîãî ïîòîêà. Ðàññìîòðèì òðîéêó (v1,v2, n). Åñëè òðîéêà (v1, v2, n) -
ïðàâàÿ, òîãäà èíäåêñ çàòåíåíèÿ äëÿ èññëåäóåìîãî êîíòóðíîãî öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà
åäèíèöó (Ðèñóíîê 8 a è b), åñëè òðîéêà - ëåâàÿ, òî óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

Ëèòåðàòóðà

[1] Ñàçîíîâ Âàñ.Â. Ïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîñìè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ // Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

[2] JAppel A. The Notion of Quantitative Invisibility and Machine Rendering of Solids // Proc. of ACM National Conference.
- Thompson Book, 1967. - pp. 387.

[3] Chazelle B. An optimal algorithm for intersecting three-dimensional convex polyhedral // Society for Industrial and
Applied Mathematics. - SIAM J.Comput.- Vol.21. - No. 4.- pp. 671-696

[4] Bentley J. L. andOttmann T. A. Algorithms for reporting and counting geometric intersections // IEEE Transactions on

Computers, 1979. -C-28 (9): 643-647, doi:10.1109/TC.1979.1675432

References

[1] Sàzînîv Âàñ.Â. Primenenie vichislitelnoi geometri v zadachax modelirovanya vrashatelnogo cosmichescix apparatov
//Dissertaciy na soiscanie uchenoi stepeni candidat

[2] JAppel A. The Notion of Quantitative Invisibility and Machine Rendering of Solids // Proc. of ACM National Conference.
- Thompson Book, 1967. - pp. 387.

[3] Chazelle B. An optimal algorithm for intersecting three-dimensional convex polyhedral // Society for Industrial and
Applied Mathematics. - SIAM J.Comput.- Vol.21. - No. 4.- pp. 671-696

[4] Bentley J. L. andOttmann T. A. Algorithms for reporting and counting geometric intersections // IEEE Transactions on

Computers, 1979. -C-28 (9): 643-647, doi:10.1109/TC.1979.1675432

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. �1(84) . 2015



Îá îäíîì ïðèìåðå ê òåîðåìå Áîàñà. . . 55

ÓÄÊ 517.52

À.Á. Ìóêàíîâ

Åâðàçèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ë.Í. Ãóìèëåâà, Êàçàõñòàí, Àñòàíà

E-mail: mukanov.askhat@gmail.com

Îá îäíîì ïðèìåðå ê òåîðåìå Áîàñà

Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñóììèðóåìîñòüþ çàäàííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ, è èíòåãðèðóåìîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî åé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
ðÿäà. Òî÷íåå, â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá îáîáùåíèè òåîðåìû Áîàñà î êîýôôèöèåí-
òàõ Ôóðüå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî óêàçàííîé òåîðåìå íîðìà ìîíîòîííîé ôóíêöèè â
ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà Lp,q[0, 1], 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ ýêâèâàëåíòíà íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà lp′,q, ãäå p′ = p

p−1 .
Äëÿ çàäàííîãî 0 < α ≤ 1 ââåäåí êëàññ α-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèé êëàññ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ, íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. α-ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì, íåâîçðàñòàþùèì ïðàâîñòîðîííèì äðîáíûì
èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 1 − α. Âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îáîáùåíèÿ òåîðåìû
Áîàñà íà êëàññ α-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ áîëüøîé èíòåðåñ. Â ðàáîòå
ïîñòðîåí ïðèìåð α-ìîíîòîííîé ôóíêöèè, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà Áîàñà íåâåðíà
äëÿ α-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé â ñëó÷àå p < 1

α . Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî òåîðåìó Áîàñà äëÿ α-
ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ñòîèò èññëåäîâàòü â ñëó÷àå p ≥ 1

α .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, ìîíîòîííûå ôóíêöèè α-ìîíîòîííûå ôóíêöèè,
ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà, äðîáíûé èíòåãðàë.

A.B. Mukanov
On example to the Boas theorem

In this work we study the relation between summability properties of a sequence tending to zero
and integrability properties of the corresponding trigonometric series. More precisely, in this paper
is considered the problem of generalizing of Boas' theorem on the Fourier coe�cients of monotone
functions. According to that theorem the norm of monotone function in the Lorentz space Lp,q[0, 1],
1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ is equivalent to the norm of the Fourier coe�cients of the function in
the discrete Lorentz space lp′,q. We de�ne the class of α-monotone functions (0 < α ≤ 1) that
contains the class of non-increasing absolutely continuous functions. The α-monotone function is
de�ned as function which has non-increasing absolutely continuous right-side fractional Riemann-
Liouville integral of order 1 − α. A problem of generalizing of Boas' theorem to the class of
α-monotone function is very interesting for us. We give an example of α-monotone function which
show impossibility of Boas' theorem in the case p < 1

α . It follows that Boas' theorem for the
α-monotone functions should be investigated in the case p ≥ 1

α .
Key words: Fourier coe�cients, monotone functions α-monotone functions, Lorentz spaces,
fractional integral.

À.Á. Ìóêàíîâ
Áîàñ òåîðåìàñûíà ìûñàë òóðàëû

Á´ë æ´ìûñòà í°ëãå ´ìòûëàòûí áåðiëãåí ñàíäû òiçáåêòi­ ©îñûëàíóû ©àñèåòòåðiìåí î¡àí ñºé-
êåñ òðèãîíîìåòðèÿëû© ©àòàðäû­ èíòåãðàëäàíó ©àñèåòòåðiìåí àðàñûíäà¡û áàéëàíûñ çåðò-
òåëåäi. Íà©òû àéò©àíäà á´ë æ´ìûñòà ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàðäû­ Ôóðüå êîýôôèöèåíòòåði
òóðàëû Áîàñ òåîðåìàñûíû­ æàëïûëàíó åñåái ©àðàñòûðûëàäû. Àéòûë¡àí òåîðåìà áîéûíøà
ìîíîòîíäû ôóíêöèÿíû­ Ëîðåíòö êå­iñòiãiíäå Lp,q[0, 1], 1 < p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ íîðìàñû ôóíê-
öèÿíû­ Ôóðüå êîýôôèöèåòòåðiíi­ äèñêðåòòiê êå­iñòiãiíäåãi lp′,q íîðìàñûíà ýêâèâàëåíòòi.
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Àáñîëþòòi ³çiëiññiç °ñïåéòií ôóíêöèÿëàðäû ©àìòèòûí α-ìîíîòîíäû (0 < α ≤ 1) ôóíêöèÿ-
ëàðäû­ êëàññû åíãiçiëãåí. α-ìîíîòîíäû ôóíêöèÿ Ðèìàí-Ëèóâèëëü î­ æà©òû á°ëøåêòi èí-
òåãðàëû àáñîëþòòi ³çiëicciç °ñïåéòií ôóíêöèÿñû ðåòiíäå àíû©òàëàäû. Áîàñ òåîðåìàñûí α-
ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàð ³øií æàëïûëàíóû åñåái áiç ³øií ©ûçû©òû áîëûï òàáûëàäû. Îñû
æ´ìûñòà Áîàñ òåîðåìàñû α-ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàð ³øií p < 1

α æà¡äàéûíäà îðûíäàëìàé-
òûíû­ ê°ðñåòåòií α-ìîíîòîíäû ôóíêöèÿíû­ ìûñàëû ©´ðàñòûðûë¡àí. Ñîíäû©òàí Áîàñ òåî-
ðåìàñû α-ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàð ³øií p ≥ 1

α æà¡äàéûíäà çåðòòåëó êåðåê.
Ò³éií ñ°çäåð: Ôóðüå êîýôôèöèåíòòåði, ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàð, α-ìîíîòîíäû ôóíêöèÿëàð,
Ëîðåíö êå­iñòiêòåði, á°ëøåêòi èíòåãðàë.

Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ñóììèðóåìîñòüþ çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {ak}∞k=0 è èíòåãðèðóåìîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

f(x) =
∞∑
k=0

ak cosπkx, x ∈ [0, 1].

Îäíèì èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ, îïèñûâàþùèõ ïîäîáíûå ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ òåî-
ðåìà Õàðäè è Ëèòòëâóäà ([1], [2, XII,�6], [3, �6]).
Òåîðåìà À Ïóñòü 1 < p < ∞ è a = {ak}∞k=0 � íåâîçðàñòàþùàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.÷. ak → 0 ïðè k → ∞. Òîãäà

∥f∥Lp(0,1) ∼

(
∞∑
k=0

(k + 1)p−2apk

) 1
p

.

Âñþäó â ðàáîòå ÷åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, ðàçëè÷íóþ â ðàç-
ëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ. Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå T ∼ S îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ C,
÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 1

C
S ≤ T ≤ CS. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî îáîáùåíèé

òåîðåìû A. Â ÷àñòíîñòè, É. Çàãåð [4] çàìåíèë óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íà êâàçèìîíîòîííîñòü. Â ðàáîòàõ [5] Å.Ä. Íóðñóëòàíîâ, [6] è [7] Ì.È. Äüÿ÷åíêî è Ñ.Þ.
Òèõîíîâ îáîáùàëè ýòîò ðåçóëüòàò îñëàáèâ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè. Òàêæå Ì.È. Äüÿ÷åíêî
â ðàáîòå [8] äîêàçàë ïîõîæèé ðåçóëüòàò äëÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïå-
ðåìåííûõ. Äâîéñòâåííûì ðåçóëüòàòîì ê òåîðåìå A ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Õàðäè
è Ëèòòëâóäà ([2, XII,�6], [3, �6])
Òåîðåìà B Ïóñòü 1 < p < ∞, f(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ èíòåãðèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

∥a∥lp ∼
(∫ 1

0

xp−2(f(x))pdx

) 1
p

.

Ïîõîæèå ïðîáëåìû ðàññìàòðèâàëèñü è â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà. Ïðèâåäåì
îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü µ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1], f � µ-èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ íà [0, 1], òîãäà ÷åðåç f ∗ ìû îáîçíà÷èì íåâîçðàñòàþùóþ ïåðåñòàíîâêó ôóíêöèè
f , ò.å.,

f ∗(t) = inf{σ : µ{x ∈ [0, 1] : |f(x)| > σ} ≤ t}.
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Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü 0 < p ≤ ∞ è 0 < q ≤ ∞. Òîãäà ïðîñòðàíñòâîì Ëîðåíöà Lp,q

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí ñëåäóþùèé
ôóíêöèîíàë

∥f∥Lp,q :=


(∫ 1

0

(
t
1
pf ∗(t)

)q
dt
t

) 1
q

äëÿ 0 < p < ∞ è 0 < q < ∞,

supt t
1
pf ∗(t) äëÿ 0 < p ≤ ∞ è q = ∞.

×åðåç lp,q áóäåì îáîçíà÷àòü àíàëîãè÷íî îïðåäåëåííûå ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé. Àíàëîãè òåîðåìû A äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà áûëè äîêàçàíû É. Çàãåðîì [4], Ì.È.
Äüÿ÷åíêî è Å.Ä. Íóðñóëòàíîâûì [9] (ñì. òàêæå [10]) è Á. Áyòîíîì [11]. Â ðàáîòå [9]
àâòîðû ðàññìàòðèâàëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû ñ α-ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äàííûå ðÿäû ââåë Ì.È. Äüÿ÷åíêî â ðàáîòå [12] (ñì. òàêæå [13]). Ñîîòâåòñòâóþùèé àíà-
ëîã òåîðåìû B äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà áûë ñôîðìóëèðîâàí â êíèãå Ð.Ï. Áîàñà [3, ñ.
36] è áûë äîêàçàí â [14]. Òåîðåìà C Ïóñòü 1 < p < ∞ 1 ≤ q ≤ ∞ è f(x) � íåîòðèöà-
òåëüíàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Òîãäà

∥a∥lp,q ∼ ∥f∥Lp′,q
,

ãäå p′ = p
p−1

. Ïîõîæèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â ðàáîòå [15] äëÿ îáîáùåííî ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé èç îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü f(x) ∈ L1(0, 1), 0 < α < 1. Òîãäà âûðàæåíèå

Iαf(x) = (Iα1−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

x

f(t)

(t− x)1−α
dt äëÿ x < 1.

íàçûâàåòñÿ äðîáíûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ (ñì. [16]) ôóíêöèè f ïîðÿäêà α.

Çàìå÷àíèå 1 Åñëè α = 0, òîãäà ïîä äðîáíûì èíòåãðàëîì I0 áóäåì ïîíèìàòü: I0f(x) :=
f(x).

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü 0 < α ≤ 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f
α-ìîíîòîííà (èëè ïðèíàäëåæèò êëàññóMα), åñëè I1−αf(x) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé,
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà [0, 1].

Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ: ñîõðàíèòñÿ ëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ñ åñëè çà-
ìåíèòü â íåé óñëîâèå ìîíîòîííîñòè íà óñëîâèå α-ìîíîòîííîñòè? Â äàííîé ðàáîòå ìû
ïîêàæåì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå òàê. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 Ïóñòü α ∈ (0, 1) è 1 < p < 1
α
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ Mα òàêàÿ,

÷òî (∫ 1

0

(
t

1
p′ f(t)

)q dt
t

) 1
q

< ∞,

è a = {an}∞n=0 /∈ lp,q, ãäå

an(f) =

∫ 1

0

f(x) cos πnx dx.

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �1(84). 2015



58 À.Á. Ìóêàíîâ

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1 Ïóñòü β ∈ (0, 1), y ∈ (0, 1) è

an =

∫ y

0

cos πnx

xβ
dx, bn =

∫ y

0

sinπnx

xβ
dx

äëÿ n ∈ N. Òîãäà
an ∼ C1(β)

n1−β
, bn ∼ C2(β)

n1−β
as n → +∞,

ãäå C1(β), C2(β) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Äîêà-
çàòåëüñòâî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn àíàëîãè÷íî. Çàìåíÿÿ nx íà t ïîëó÷èì

an = nβ−1

∫ ny

0

cos πt

tβ
dt.

Ïðèìåíèì èçâåñòíóþ ôîðìóëó∫ ∞

0

cos πt

tβ
dt =

πβ

2Γ(β) cos πβ
2

,

è ïîëîæèì C1(β) :=
πβ

2Γ(β) cos πβ
2

.

Ëåììà 2 Ïóñòü α ∈ (0, 1) è ôóíêöèÿ g(t) ∈ L(0, 1) òàêàÿ, ÷òî supp g ⊆
[
1
2
, 1
]
. Ïóñòü

òàêæå f(x) =
∫ 1

x
g(t)

(t−x)α
dt è an(f) =

∫ 1

0
f(x) cos πnxdx. Òîãäà

an(f) = an(g)γn + bn(g)δn + ξn + ζn,

ãäå γn ∼ C1(α)
n1−α , δn ∼ C2(α)

n1−α as n → ∞, and |ξn + ζn| ≤ C(g,α)
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

an(f) =

∫ 1

0

cos πnx

∫ 1

x

g(t)

(t− x)α
dt dx

=

∫ 1

0

g(t)

∫ t

0

cosπnx

(t− x)α
dx dt =

∫ 1

0

g(t)

∫ t

0

cos πn(t− y)

yα
dy dt

=

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ t

0

cos πny

yα
dy dt+

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ t

0

sinπny

yα
dy dt

=

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ 1

0

cosπny

yα
dy dt−

∫ 1

0

g(t) cos πnt

∫ 1

t

cos πny

yα
dy dt

+

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ 1

0

sinπny

yα
dy dt−

∫ 1

0

g(t) sin πnt

∫ 1

t

sin πny

yα
dy dt

= an(g)γn + ξn + bn(g)δn + ζn.
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Èç ëåììû 1 ïîëó÷èì γn ∼ C1(α)
n1−α , δn ∼ C2(α)

n1−α ïðè n → ∞. Òåïåðü òàê êàê supp g ⊆
[
1
2
, 1
]
,

òî

|ξn| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

1
2

g(t) cos πnt

∫ 1

t

cos πny

yα
dy dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

1
2

|g(t)|
∣∣∣∣∫ 1

t

cosπny

yα
dy

∣∣∣∣ dt
≤ C(α)

n

∫ 1

1
2

|g(t)| dt = C(g, α)

n
.

Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζn. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(x) 1-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

g(x) =

{
0 äëÿ x ∈

[
0, 1

2

]
,

1
(x− 1

2
)1−δ äëÿ x ∈

(
1
2
, 1
)
,

ãäå δ ∈
(
0, 1

p
− α

)
ïîäáåðåì ïîçäíåå. Ïîëîæèì f(x) =

∫ 1

x
g(t)

(t−x)1−α dt ãäå x ∈ [0, 1]. Òîãäà

èñïîëüçóÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü g(t) è ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî∫ 1

u

f(x)

(x− u)α
dx =

∫ 1

u

g(t)

∫ t

u

dx

(x− u)α(t− x)1−α
dt

=

∫ 1

u

g(t)

∫ 1

0

dv

vα(1− v)1−α
dt = C(α)

∫ 1

u

g(t) dt,

ìû çàêëþ÷èì, ÷òî I1−αf(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òàêæå èç [16, ñ. 43, T. 2.3.]
ìû ïîëó÷èì, ÷òî I1−αf(x) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, f(x) ∈ Mα. Èç
ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî an(f) = an(g)γn + bn(g)δn + ξn + ζn, ãäå γn ∼ C1(α)

nα , δn ∼ C2(α)
nα ïðè

n → ∞, è |ξn + ζn| ≤ C(g,α)
n

.
Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, èìååì

an(g) =

∫ 1

1
2

cos πnt
dt(

t− 1
2

)1−δ
=

∫ 1
2

0

cos πn

(
u+

1

2

)
du

u1−δ

= cos
πn

2

∫ 1
2

0

cos πnu

u1−δ
du− sin

πn

2

∫ 1
2

0

sin πnu

u1−δ
du ∼ C(α)

nδ

ïðè n → ∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè α + δ < 1, òîãäà |an(f)| ≥ C

nα+δ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Òåïåðü ìû âûáåðåì δ ∈ (0, 1) òàê ÷òîáû p < 1

α+δ
. Òîãäà

∞∑
n=1

(
n

1
p |an(f)|

)q 1
n
≥ C(p, q, α)

∞∑
n=n0

nq( 1
p
−α−δ)−1 ≥ C(p, q, α)

∞∑
n=n0

n−1 = ∞,

ò.å., {an(f)} /∈ lpq.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû f(x) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 0 ≤ x ≤ 1
4

òîãäà

0 ≤ f(x) =

∫ 1

x

g(t)

(t− x)1−α
dt ≤

∫ 1

1
2

g(t)

(t− x)1−α
dt ≤ 41−α

∫ 1

1
2

g(t) dt = C(α, g).

Çíà÷èò íåðàâåíñòâî
f ∗(t) ≤ C(g, α),

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî,(∫ 1

0

(
t

1
p′ f ∗(t)

)q dt
t

) 1
q

≤ C(g, α)

(∫ 1

0

t
q
p′−1

dt

) 1
q

< ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàâðåøåíî.

Çàêëþ÷åíèå

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà Ñ åñëè è áóäåò âåðíà äëÿ α-ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
òî òîëüêî ïðè p ≥ 1

α
.
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Êåðiëåíåòií ê°ïì³øåëåð

Ìà©àëàäà ÿêîáèàí ïðîáëåìàñûíû­ áið °ëøåìäi àíàëîãû ©àðàñòûðûëàäû. Ê°ïì³øåëåð ðà-

öèîíàë ñàíäàð °ðiñiíäå àëãåáðà áîëûï òàáëàòûí êîììóòàòèâòi ñà©èíàäà ©àðàñòûðûëàäû.

Ê°ïì³øåëåðäi­ ñóïåðïîçèöèÿ àìàëû áîéûíøà êåðiëåíó æà¡äàéû êåëòiðiëãåí. Òóûíäûñû

êåðiëåíãåí æà¡äàéäà ¡àíà ê°ïì³øå ñóïåðïîçèöèÿ àìàëû áîéûíøà êåðiëåíåòiíi ê°ðñåòiëãåí

Ñîíûìåí áiðãå ñóïåðïîçèöèÿ àìàëû áîéûíøà êåði ê°ïì³øåíi òàáó àëãîðèòìi êåëòiðiëãåí.

Íåãiçiíäå, ÿêîáèàí ïðîáëåìàñû °ðiñ ³ñòèíäå ©àðàñòûðûëàäû. Ñîíûìåí áiðãå, õàðàêòåðèñòè-

êàñû í°ëäåí ³ëêåí °ðiñòåðäå á´ë ïðîáëåìà îðûíäàëìàéäû. Á´ë æà¡äàéäà ÿêîáèàí ïðîáëå-

ìàñûíû­ øåøiìi áàñ©àøà áîëàäû. Õàðàêòåðèñòèêàñû í°ë °ðiñ ³ñòiíäåãi áið °ëøåìäi ÿêîáèàí

ïðîáëåìàñûíû­ øåøiëói î­àé. Á´ë êåçäå òåê áiðiíøi äºðåæåëi ê°ïì³øåëåðäi­ ñóïåðïîçèöèÿ

àìàëû áîéûíøà êåði ê°ïì³øåëåði áàð áîëàäû. Äºëiðåê àéòñà©, x àéíûìàëûëàðûíû­ êîýô-

ôèöèåíòòåði í°ëäåí °çãåøå áîëóû êåðåê òå, àë ©àë¡àí áîñ åìåñ êîýôôèöèåíòòåði í°ëãå òå­

áîëóû êåðåê. �àçiðãi óà©ûòòà ÿêîáèàí ïðîáëåìàñû åêi æºíå îäàí ê°ï àéíûìàëû ê°ïì³øåëåð

ñà©èíàñû ³øií øåøiëìåãåí.

Íåãiçãi íºòiæå îñû ïðîáëåìàíû­ øåøiëói ñûçû©òû æºíå ³øiíøi äºðåæåëi áiðòåêòi êîìïî-

íåíòàëàðû áàð ê°ïì³øåëåð ³øií øåøóãå ºêåëiï òiðåëåäi. Êåëëåð ê°ïìóøåëåðiíåí ©´ðàë¡àí

ïîëèíîìèàëäû áåéíåëåó èíúåêòèâòi áîë¡àí æà¡äàéäà ÿêîáèàí ïðîáëåìàñû øåøiëåòiíi áåë-

ãiëi. Á´ë æà¡äàéäà ÿêîáèàí ïðîáëåìàñû øåøiëói ³øií íåãiçãi °ðiñ àëãåáðàëû© ò´éû© áîëóû

êåðåê.

Ò³éií ñ°çäåð: Êåëëåð ýíäîìîðôèçìi, àâòîìîðôèçì, ÿêîáèàí.

R.K. Kerimbayev, Zh.A. Akhmetova

Reversible polynomials

In this paper we consider a one-dimensional analogue of Jacobian Conjecture. Here polynomials are

considered over commutative ring. We have shown that the polynomial is reversible with respect

to superposition if and only if its derivative is reversible in the ring of polynomials with respect to

usual operation.

Usually Jacobian Conjecture is considered over a �eld. When the characteristic is positive, there

exist a counter example to Jacobian Conjecture. Over the �eld of zero characteristic, analogue

of Jacobian Conjecture is solved easily. In this case Jacobian Conjecture holds for polynomials of

the �rst order, to be more precise, x coe�cient must be di�erent from zero, but other non-free

coe�cients must be equal to zero. Currently Jacobian Conjecture for polynomials of two and more

variables is still open.

The main result is that we have reduced the Jacobian Conjecture to the Jacobian Conjecture for

polynomials with components of linear or third degree. For Keller polynomial mappings Jacobian

Problem is reduced to Injection of polynomial mappings. In this case in order to solve the Jacobian

Conjecture, the main �eld is required to be algebraically closed.

Key words: Keller endomorphism, automorphism, jacobian.
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Îáðàòèìûå ìíîãî÷ëåíû

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé àíàëîã ïðîáëåìû ÿêîáèàíà. Çäåñü ìíîãî÷ëåíû

ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ÿâëÿþùèåñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë. Ïðèâåäåíî óñëîâèå, êîãäà ìíîãî÷ëåí îáðàòèì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçè-

öèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí îáðàòèì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà åãî ïðîèçâîäíàÿ îáðàòèìà â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé îïåðà-

öèè.

Îáû÷íî, ïðîáëåìà ÿêîáèàíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ïîëåì. Êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëå ïîëî-

æèòåëüíà, åñòü êîíòðïðèìåð ê ïðîáëåìå ÿêîáèàíà. Íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü îäíî-

ìåðíûé àíàëîã ïðîáëåìû ÿêîáèàíà ðåøàåòñÿ ëåãêî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ÿêîáèàíà âåðíà

äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, òî÷íåå êîýôôèöèåíò ïðè x äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ,

à îñòàëüíûå íåñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Äàííîå âðåìÿ ïðîáëåìà ÿêîáèàíà äëÿ

ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ èëè áîëåå ïåðåìåííûõ íå ðåøåíà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå ïðîáëåìû ÿêîáèàíà ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ïðî-

áëåìû ÿêîáèàíà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïîíåíòàìè ëèíåéíîé è êóáè÷åñêîé ñòåïåíè. Äëÿ êåë-

ëåðîâûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé ðåøåíèå ïðîáëåìû ÿêîáèàíà ðàâíîñèëüíî èíúåêòèâ-

íîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû ÿêîáèàíà íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû îñíîâíîå ïîëå áûëî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ýíäîìîðôèçì Êåëëåðà, àâòîìîðôèçì, ÿêîáèàí.

Íåãiçãi íºòèæå

K � Q - àëãåáðà áîëàòûí êîììóòàòèâòi ñà©èíà áîëñûí. K[x] � ê°ïì³øåëåð ñà©èíàñû.
f(x) ∈ K[x] � îñû ñà©èíàäà áåðiëãåí ©àíäàéäà áið ê°ïì³øå. Åãåð f(x) ·g(x) = 1 áîëàòûí
g(x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñi òàáûëñà, îíäà g(x) = f(x)−1 äåï áåëãiëåï g(x) ê°ïì³øåñií f(x)
ê°ïì³øåñiíå K[x] ñà©èíàñûíäà¡û êåði ê°ïì³øåñi äåï àòàéìûç. Åãåð f(h(x))=x=h(f(x))
áîëàòûí h(x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñi òàáûëñà, îíäà h(x) = f−1(x) äåï áåëãiëåï, îíû f(x)
ê°ïì³øåñiíi­ ñóïåðïîçèöèÿ áîéûíøà êåði ê°ïì³øåñi äåï àòàéìûç. Êåëåñi ò´æûðûì
ê°ïøiëiêêå áåëãiëi.

Ò´æûðûì. f(x) ê°ïì³øåñi K[x] ñà©èíàñûíäà êåðiëåíói ³øií îíû­ åðêií êîýôôè-

öèåíòi K ñà©èíàñûíäà êåðiëåíiï, àë ©àë¡àí êîýôôèöèåíòòåði K ñà©èíàñûíäà íèëüïî-

òåíåòòi áîëóû ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi.

Ò´æûðûìíû­ äºëåëi Àòüÿ-Ìàêäîíàëüä [1] êiòàáûíäà êåëòiðiëãåí.
Òåîðåìà. f(x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñiíi­ ñóïåðïîçèöèÿ áîéûíøà êåði ê°ïì³øåñi áàð áî-

ëóû ³øií îíû­ f ′(x) òóûíäûñû K[x] ñà©èíàñûíäà êåðiëåíói ©àæåòòi æºíå æåòêëiêòi.

Äºëåëi. �àæåòòiëiê. f−1(x) ê°ïì³øåñi áàð áîëñûí. Îíäà f−1(f(x)) = x òå­äiãií
òóûíäûëàé îòûðûï f−1(f(x))′ · f ′(x) = 1 òå­äiãií àëàìûç. ß¡íè f ′(x) ê°ïì³øåñi K[x]
ñà©èíàñûíäà êåðiëåíåäi.

Æåòêiëiêòiëiê. Åíäi f ′(x)−1 ê°ïì³øåñi áàð áîëñûí äåéiê. Îíäà f(x) ê°ïì³øåñi K[x]
ñà©èíàñûíäà áàçèñ åêåíií ê°ðñåòåìiç. Øûíûíäà äà, P (x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñi P (f(x)) = 0
òå­äiãií ©àíà¡àòòàíäûðàòûí äºðåæåëi å­ êiøi ê°ïì³øå áîëñûí. Îëàé áîëñà, P ′(f(x)) ·
f ′(x) = 1 áîëàäû. f ′(x)−1 áàð áîë¡àíäû©òàí P ′(f(x)) = 0 áîëàäû. Áiðà© degP ′(x) <
degP (x) áîë¡àíäû©òàí P ′(x) ≡ 0. Åíäåøå P (x) ≡ const. �àéøûëû©. Åíäi x ∈ K[f(x)]
åêåíií ê°ðñåòåìiç: f(x) = x + ax2 + bx3 + . . . + cxn áîëñûí. f ′(x)−1 áàð áîë¡àíäû©òàí,
ò´æûðûì áîéûíøà, a, b, . . . , c êîýôôèöèåíòòåði K ñà©èíàñûíäà íèëüïîòåíåòòi áîëàäû.
Ñîíäà

x = f(x)− ax2 − bx3 − . . .− cxn

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �?(??). 2015
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äåï àëûï x �òi­ îðíûíà ©àéòàäàí îñû °ðíåêòi ©îéûï êåëåñi òå­äiêòi àëàìûç.

x = f(x)− a(f(x)− ax2 − bx3 − . . .− cxn)2−

−b(f(x)− ax2 − bx3 − . . .− cxn)3 − . . .

. . .− c(f(x)− ax2 − bx3 − . . .− cxn)n =

= f(x)− af(x)2 − bf(x)3 − . . .− cf(x)n − h(x).

h(x) ê°ïì³øåñiíi­ êîýôôèöèåíòòåðiíi­ íèëüïîòåíòòi èíäåêñòåði ò°ìåíäåéäi. Îñû èòå-
ðàöèÿíû æàë¡àñòûðà îòûðûï, áiç, å­ ñî­ûíäà òåê ©àíà f(x) ê°ïì³øåñiíå áàéëàíûñòû
ê°ïì³øå àëàìûç. ß¡íè x ∈ K[f(x)].

Ñîíûìåí, êåç êåëãåí g(x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñi ³øií g(x) = h(f(x)) ò³ðiíäå áîëàòûí
æàë¡ûç ¡àíà h(x) ∈ K[x] ê°ïì³øåñi òàáûëàäû. ß¡íè f(x) ê°ïì³øåñi K[x] ñà©èíàñûíäà
áàçèñ áîëàäû. Åíäi f−1(x) ê°ïì³øåñií òàáó ³øií êåëåñi àëãîðèòìäi ©îëäàíàìûç.

Êåði ê°ïì³øåíi òàáó àëãîðèòìi.

1) f ′(x) ê°ïì³øåñií òàáàìûç;
2) f ′(x)−1 ê°ïì³øåñií òàáàìûç;
3) f ′(x)−1 = g′(f(x)) áîëàòûíäàé g′ ∈ K[x] ê°ïì³øåñií òàáàìûç. Ñîíäà
4) f−1(x) = g(x) =

∫
g′(x)dx, g(0) = 0.

Øûíûìåí äå, f−1(f(x)) = g(f(x)) áîëàäû.
Åêi æà¡ûí òóûíäûëàï, 3) áîéûíøà

(f−1(f(x)))′ = g′(f(x)) · f ′(x) = 1

åêåíií ê°ðåìiç. Îíû èíòåãðàëäàï

f−1(f(x)) = x

åêåíií ê°ðåìiç. Òåîðåìà äºëåëäåíäi.

Ìûñàë

Áiç åíäi K[x] ñà©èíàñûíäà¡û f(x) = x + axn ê°ïì³øåñi ³øií f−1(x) áàð áîë¡àí
æà¡äàéäà îíû­ ôîðìóëàñûí åñåïòåï øû¡àðàìûç. Îë ³øií f(x)−1 áàð áîëóû êåðåê, ÿ¡íè
a íèëüïîòåíòòi áîëóû êåðåê.

Ñ°éëåì.K[x] ñà©èíàñûíäà f(x) = x+axn ê°ïì³øåñi áåðiëñií, àë a ∈ K íèëüïîòåíòòi
èíäåêñi m �ãå òå­ áîëñûí. Ñîíäà f(x) = x + axn ê°ïì³øåñiíi­ ñóïåðïîçèöèÿ áîéûíøà
êåði f−1(x) ê°ïì³øåñi êåëåñi ôîðìóëàìåí åñåïòåëiíåäi:

f−1(x) = x− axn +
n

1

(
2n− 1

0

)
a2x2n−1−

−n

2

(
3n− 1

1

)
a3x3n−2 +

n

3

(
4n− 1

2

)
a4x4n−3+

(−1)i
n

i− 1

(
in− 1
i− 2

)
aixin−i+1 + . . .+ (−1)m−1 n

m− 2

(
(m− 1)n− 1

m− 3

)
am−1x(m−1)(n−1)+1.

Á´ë ñ°éëåìíi­ äºëåëi êåëåñi ëåììà¡à íåãiçäåëåäi.
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Ëåììà. a) i ∈ N íàòóðàë ñàíû ³øií 0≤k≤i−2 áîë¡àíäà S(k, i) =
i∑

j=1

(−1)j
(
i− 1
j − 1

)
jk

©îñûíäûñû í°ëãå òå­.

b) i ∈ N íàòóðàë ñàíû ³øií 0≤k≤i − 3 áîë¡àíäà R(k, i) =
i∑

j=2

(−1)j
(
i− 2
j − 2

)
jk ©î-

ñûíäûñû í°ëãå òå­.
c) S(k, i) æºíå R(k, i) ©îñûíäûëàðûíû­ àðàñûíäà êåëåñi áàéëàíûñ áàð:

S(k, i+ 1)− S(k, i) = R(k, i+ 1).

Äºëåëi. c) æà¡äàéûíàí áàñòàéû©

S(k, i+ 1)− S(k, i) =
i+1∑
j=1

(−1)j
(

i
j − 1

)
jk −

i∑
j=1

(−1)j
(
i− 1
j − 1

)
jk =

=
i∑

j=2

(−1)j
(
i− 1
j − 2

)
jk + (−1)i+1

(
i− 1
i− 1

)
(i+ 1)k =

=
i+1∑
j=2

(−1)j
(
i− 1
j − 2

)
jk = R(k, i+ 1).

c) æà¡äàéû äºëåëäåíäi. a) ìåí b) æà¡äàéëàðûí ©àòàð äºëåëäåéìiç. Äºëåëäi k áîé-
ûíøà èíäóêöèÿìåí æ³ðãiçåìiç. k := 0 áîë¡àíäà S(0, i) = 0 = R(0, i) åêåíi áåëãiëi. k := k
³øií S(k, i) = 0 äåï àëñà©, îíäà c) æà¡äàéûí ïàéäàëàíûï k := k ³øií R(k, i) = 0 åêåíií
ê°ðåìiç. Åíäi S(k + 1, i) = 0 åêåíií ê°ðñåòåéiê.

S(k + 1, i) =
i∑

j=1

(−1)j
(
i− 1
j − 1

)
jk+1 =

i∑
j=1

(−1)j
(
i− 1
j − 1

)
jk+

+
i∑

j=1

(−1)j
(
i− 1
j − 1

)
(j − 1)jk = S(k, i) + (i− 1)R(k, i) = 0.

Ñîíûìåí, Ëåììû òîëû© äºëåëäåíäi.
Åíäi Ñ°éëåìíi­ äºëåëií êåëòiðåëiê. Îë ³øií áiçãå f−1(f(x)) = x = f(f−1(x)) åêåíií

ê°ðñåòñåê æåòêiëiêòi. Áiç f−1(f(x)) = x åêåíií ê°ðñåòåìiç. Ñîíûìåí Ñ°éëåìäåãi f−1(x)
ê°ïì³øåñiíi­ x àðãóìåíòiíå f(x) = x + axn ê°ïì³øåñií ©îéûï f−1(f(x)) ê°ïì³øåñiíi­
ì³øåëåðiíi­ æàëïû ôîðìóëàñûí àëàìûç.

f−1(f(x)) = x+ axn − a(x+ axn)n +
n

1

(
2n+ 1

0

)
a2(x+ axn)2n−1−

−n

2

(
3n− 1

1

)
a3(x+ axn)3n−2 +

n

3

(
4n− 1

2

)
a4(x+ axn)4n−3 + . . .

. . .+
(−1)in

i− 1
ai(x+ axn)in−i+1 + . . .+
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. . .+
(−1)m−1n

m− 2

(
(m− 1)n− 1

m− 3

)
am−1(x+ axn)(n−1)(m−1)+1.

Îñû °ðíåêòå áiç aixin−i+1 ì³øåñiíi­ êîýôôèöèåíòií åñåïòåéìiç. Îë êåëåñiãå òå­:

−
(

n
i− 1

)
+ n

(
2n− 1
i− 2

)
− n(3n− 1)

2

(
3n− 2
i− 3

)
+

+
n

3

(
4n− 1

2

)(
4n− 3
i− 4

)
+ . . .+

(−1)in

i− 1

(
in− 1
i− 2

)
.

Áiçäi­ ìà©ñàòûìûç � îñû êîýôôèöèåíòòi­ í°ëãå òå­ åêåíií ê°ðñåòó. Îë ³øií àëûí¡àí
ôîðìóëàíû àøûï æàçàìûç:

−n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . (n− i+ 2)

(i− 1)!
+

n(2n− 1)(2n− 2)(2n− 3) . . . (2n− i+ 2)

(i− 2)!
−

−n(3n− 1)(3n− 2)(3n− 3) . . . (3n− i+ 2)

2 · (i− 3)!
+

n(4n− 1)(4n− 2)(4n− 3) . . . (4n− i+ 2)

3 · 2 · (i− 4)!
+

+ . . .+ (−1)i
n(in− 1)(in− 2)(in− 3) . . . (in− i+ 2)

(i− 1)(i− 2)!
.

Àëûí¡àí °ðíåêòi n � íi­ äºðåæåñi áîéûíøà æiêòåï, nk+1 äºðåæåñiíi­ êîýôôèöèåíòií
îðòà© ê°áåéòêiøêå äåéiíãi äºëäiêïåí åñåïòåéìiç, ì´íäà¡û 0 ≤ k ≤ i− 2.

− 1

(i− 1)!
+

2k

(i− 2)!
− 3k

2(i− 3)!
+

4k

3 · 2 · (i− 4)!
+ . . .+ (−1)i

ik

(i− 1)(i− 2)!
.

Îñû °ðíåêòi (i − 1)! ê°áåíéòiï, Ëåììàäà¡û S(k, i) ©îñûíäûíû àëàìûç. Îë, Ëåììà
áîéûíøà í°ëãå òå­. Ñ°éëåì äºëåëäåíäi.

Ñàëäàð. f(x) = x + axn ê°ïì³øåñi ñóïåðïîçèöèÿ áîéûíøà êåðiëåíói ³øií îíû­

òóûíäûñû f ′(x) = 1 + naxn−1 K[x] ñà©èíàñûíäà êðåiëåíói ©àæåòòi æºíå æåòêiëiêòi.

Åñêåðòó. Áiç K ñà©èíàñûí Q ðàöèîíàë ñàíäàð °ðiñiíäå àëãåáðà áîëàäû äåï åñåïòå-
äiê. Åãåð K ñà©èíàñû Q - àëãåáðà áîëìàñà íåìåñå K ñà©èíàñûíû­ ñèïàòòàìàñû í°ëäåí
ê°ï áîëñà, îíäà áiç K[x] ñà©èíàñûíäà æà­à ê°áåéòó àìàëûí åíãiçåìiç:

x(n) · x(m) =

(
n+m

n

)
xn+m, x(n) =

xn

n!
.

Á´ë æà¡äàéäà, åãåð f(x) = x + ax2 + bx3 + . . . + cxn áîëñà, îíäà f ′(x) = 1 + ax +
bx2+ . . .+ cxn−1 áîëàäû. ß¡íè a, b, . . . , c êîýôôèöèåíòòåðiíi­ íèëüïîòåíòòiãi ñà©òàëàäû.
Áåðiëãåí ìûñàëäà¡û êåði ê°ïì³øåíi­ äºðåæåñií áiç êåði ê°ïì³øåíi òàáó àëãîðèòìií
©îëäàíó àð©ûëû áàé©àäû©.
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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ

íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà àêòèâíî èçó÷àþòñÿ è âûçûâàåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ

èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èç çà òîãî, ÷òî

ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìåõàíèêè, ôèçèêè è áèîëîãèè ñâîäÿòñÿ ê òàêèì óðàâíåíèÿì. Â äàí-

íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïðàâîé ÷àñòè äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ôèíàëüíûì èçìåðåíèÿì òåìïåðàòóðû ïðè íåëîêàëüíûõ êðà-

åâûõ óñëîâèÿõ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè. Ðàçðàáîòàí

è ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí ìåòîä êîëëîêàöèé ñ ðåãóëÿðèçàòîðîì. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîçâî-

ëèë ðåàëèçîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ è ÷èñëåííî ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû

äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, à èìåííî, âàðüèðîâàëè âåëè÷èíû K � ÷èñëî ÷ëåíîâ

â ðàçëîæåíèè, ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè µ, à òàêæå âõîäÿùèå äàííûå çàäà÷è: ïàðàìåòð α â

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, âðåìÿ íàáëþäåíèé T è èññëåäîâàëè âàðèàíòû ñ ðàçëè÷íûì õàðàêòå-

ðîì íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f(x). Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ïðàâîé ÷àñòè, â ðÿäå ïðèìåðîâ

óäàëîñü âîññòàíîâèòü ôóíêöèè èñòî÷íèêà ñ òî÷íîñòüþ, áëèçêîé ê êîìïüþòåðíîé. Áûñòðî

îñöèëëèðóþùèå è ðàçðûâíûå ôóíêöèè òàêæå âîññòàíàâëèâàëèñü óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íî-

ñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, íåëîêàëüíîå ãðàíè÷íîå

óñëîâèå, ñïåêòðàëüíûé ìåòîä, ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè, ìåòîä êîëëîêàöèé.

M.N. Kulbay, B.G. Mukanova, D.K. Suisinbayev

Numerical method of solving inverse problem to di�usion equation

with nonlocal boundary condition

The nonlocal boundary value problems for parabolic equations are actively studied and have

great practical interests, because such equations describe applied problems of mechanics, physics

and biology. In this paper we consider one-dimensional inverse problem of identifying the source

function for the heat equation by the �nal temperature measurements with nonlocal boundary

conditions. The problem is solved by the method of regularization of the residual functional. The

method of collocation is developed and numerically implemented. The developed method allowed

to implement a large number of numerical examples and were calculated for di�erent sets of

parameters such as the number of terms in the expansion K, the regularization parameter µ, the
parameter α in the boundary conditions, observation time T. We also investigated the variants

with di�erent character of unknown source function f(x) and reconstructed it with accuracy close
to the computer. Fast oscillating and discontinuous functions also reconstructed with satisfactory

accuracy.

Key words: inverse problem, the heat equation, nonlocal boundary conditions, spectral method,

minimizing of the residual functional, collocation method.
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Ì.Í. Êóëáàé, Á.Ã. Ìóêàíîâà, Ä.Ê. Ñóéñèíáàåâ

Ëîêàëüäi åìåñ øåêàðàëû© øàðòòàðû áàð äèôôóçèÿ òå­äåóiíå àðíàë¡àí

êåði åñåïòi ñàíäû© ºäiñïåí øåøó

�àçiðãi òà­äà ïàðàáîëàëû© òå­äåóëåð ³øií ëîêàëüäi åìåñ øåêàðàëû© åñåïòåð ©àð©ûíäû ò³ð-

äå äàìóäà. Ñåáåái ìåõàíèêàíû­, ôèçèêàíû­ æºíå áèîëîãèÿíû­ ©îëäàíáàëû åñåïòåði æî¡àðû-

äà àéòûë¡àí òå­äåóëåðìåí ñèïàòòàëàäû. �àðàñòûðûëûï îòûð¡àí æ´ìûñòà à©ûðëû òåìïåðà-

òóðàëû© °ëøåì áîéûíøà ëîêàëäi åìåñ øåêàðàëû© øàðòòàðû áàð áið °ëøåìäi æûëó°òêiçãiø

òå­äåóiíi­ î­ æà©òà ò´ð¡àí áåëãiñiç ê°çäåðií àé©ûíäàó êåði åñåái ©àðàñòûðûë¡àí. Åñåï áà¡à-

ëàó ôóíêöèîíàëûíû­ ðåãóëÿðèçàöèÿ ºäiñiìåí òàáûëàäû. Ðåãóëÿðèçàòîðû áàð êîëëîêàöèÿ

ºäiñi ©´ðûëûï ñàíäû© ò³ðäå æ³çåãå àñûðûë¡àí. Åñåïòi­ ºð ò³ðëi ïàðàìåòðëåðií, àòàï àéò©àí-

äà K � ãàðìîíèêà ñàíûí, µ � ðåãóëÿðèçàöèÿ ïàðàìåòðií, ñîíäàé-à© øåêàðàëû© øàðòòà¡û α
ïàðàìåòðií, T à©ûðëû óà©ûò °ëøåìií æºíå f(x) áåëãiñiç ôóíêöèÿñûí °çãåðòå îòûðûï ©´ðû-
ë¡àí ºäiñ áîéûíøà àó©ûìäû ñàíäû© ýêñïåðèìåíòòåð æ³ðãiçiëäi. Î­ æà©òà¡û ôóíêöèÿíû­

ñèïàòûíà áàéëàíûñòû áåëãiñiç ê°çäåðäi àé©ûíäàï ò´ð¡àí ôóíêöèÿëàð êîìïüþòåðëiê äºëäiê-

êå ñºéêåñ íà©òûëû©ïåí ©àëïûíà êåëòiðiëäi. Òåç àóûò©èòûí ôóíêöèÿëàð äà ©àíà¡àòòàíàðëû©

äºëäiêïåí ©àëïûíà êåëòiðiëäi.

Ò³éií ñ°çäåð: êåði åñåï, æûëó°òêiçãiø òå­äåói, ëîêàëüäi åìåñ øåêàðàëû© øàðò, ñïåêòðàëüäi

ºäiñ, áà¡àëàó ôóíêöèîíàëûíû­ ìèíèìèçàöèÿñû, êîëëîêàöèÿ ºäiñi.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ïðîñòðàíñòâåííóþ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ
òåïëà f(x) ∈ L2[0, 1] â ñëåäóþùåé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè:

ut = uxx + f(x), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )

u(x, 0) = 0,

ux(0, t) = ux(1, t) + αu(1, t),

u(0, t) = 0.

(1)

Ïðè ýòîì èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ (ôèíàëüíûå èçìåðåíèÿ òåìïåðàòó-
ðû):

u(x, T ) = ψ(x), (2)

ãäå ïàðàìåòð α � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ψ(x) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ îïèñûâàþòñÿ ïðÿìûìè

è îáðàòíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà [1,2]. Âî ìíî-
ãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èññëåäîâàòåëþ äîñòóïíû òîëüêî ôèíàëüíûå èçìåðåíèÿ
äèôôóíäèðóþùèõ âåëè÷èí, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íè-
êîâ â ñðåäå, ëèáî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âïåðâûå ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè
óñëîâèÿìè âîçíèêëà â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ïëàçìû è áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ñàìàð-
ñêèì À.À. è Èîíêèíûì Í.È. Íåëîêàëüíîå êðàåâîå óñëîâèå âûðàæàëî ðàâåíñòâî ïîòîêîâ
òåïëà íà âõîäå è âûõîäå ñèñòåìû. Äàëåå èçó÷åíèå çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè
âûëèëîñü â îòäåëüíóþ âåòâü èññëåäîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëåé äèôôóçèè òàêèå
çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [3-6]. Îäíàêî, â óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ ïðèâîäÿòñÿ
òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ýòèõ çàäà÷ íå ïðîâîäèëèñü.

Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïðàâîé ÷àñòè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïî ôèíàëüíûì èçìåðåíèÿì òåìïåðàòóðû ïðè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ
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òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ íàìè â ðàáîòå [7]. Â ýòîé ðàáîòå ÷èñëåííî ðåàëèçîâàí è èññëåäî-
âàí ìåòîä, îïèñàííûé â ðàáîòå [6] è ïîêàçàë óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû òîëüêî ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëîêàëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà-
÷è ÿâëÿþòñÿ ¾ïî÷òè ëîêàëüíûìè¿ è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïåðåôîðìóëèðîâàëè çàäà÷ó â òåðìèíàõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ [8-9] è ðåàëèçîâàëè ìåòîä êâàçèðåøåíèÿ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè
ìû ïðèìåíèëè èäåþ ìåòîäà, îïèñàííóþ â ðàáîòå [10] è ïðîòåñòèðîâàëè ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü ìåòîäà äëÿ çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â îòëè÷èå îò [10], â
äàííîé ðàáîòå ìû ïðèìåíÿåì ìåòîä ê ñëó÷àþ ôèíàëüíûõ èçìåðåíèé è íåëîêàëüíûõ
êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ôóðüå äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ
îïåðàòîðà l, çàäàííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì è êðàåâûìè óñëîâèÿìè:

l(y) ≡ −y′′(x) = λy(x), 0 < x < 1,
y′(0) = y′(1) + αy(1), y(0) = 0.

(3)

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñ,
ïîçâîëÿþùèé ïðèìåíèòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî - êðàåâîé
çàäà÷è. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû èç [5,6]. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (3) èìååò äâå
ñåðèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

λ
(1)
k = (2πk)2, k = 1, 2, . . .

λ
(2)
k = (2βk)

2, k = 0, 1, 2, . . .
(4)

Çäåñü βk � êîðíè óðàâíåíèÿ tg(β) = α/2β, β > 0, πk < βk < πk +
π

2
, k = 0, 1, . . . .

δk = βk − πk

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è (3) èìåþò âèä:

y
(1)
k (x) = sin(2πkx), k = 1, 2,

y
(2)
k (x) = sin(2βkx), k = 0, 1, 2 . . .

(5)

Ïîñòðîåííàÿ èç íåå âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y0(x) = y
(2)
0 (x)(2β0)

−1,

y2k(x) = y
(1)
k (x),

y0(x) = (y
(2)
k (x)− y

(1)
k (x))(2δk)

−1, k = 1, 2 . . .

(6)

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(0, 1), à áèîðòîãîíàëüíîé ê íåé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà

v0(x) = 2β0v
(2)
0 (x), v2k(x) = v

(2)
k (x) + v

(1)
k (x), v2k−1(x) = 2δkv

(2)
k (x) k = 1, 2 (7)
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ïîñòðîåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîé ê (3) çàäà÷è:

v
(1)
k (x) = c

(1)
k cos(2πkx+ γk), k = 1, 2, . . .

v
(2)
k (x) = c

(2)
k cos(βk(1− 2x)), k = 0, 1, 2, . . .

(8)

ãäå γk = arctan
( α

2πk

)
, k = 1, 2, . . . .

Çäåñü êîíñòàíòû c
(1)
k , c

(2)
k âûáèðàþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (y

(j)
k , v

(j)
k )=1

j = 1, 2 è âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

c
(1)
k = − 1

1∫
0

sin(2πkx) cos(2πkx+ γk)dx

,

c
(2)
k = − 1

1∫
0

sin(2βkx) cos(βk(1− 2x))dx

,

c20 =
1

1∫
0

sin(2β0x) cos(β0(1− 2x))dx

.

(9)

Â ðàáîòå [6] ïîñòðîåíî ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (2) è îáîñíîâàíà ãëàäêîñòü
ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòü âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ ðÿäîâ. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áèîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ:

u(x, t) =
∞∑
k=0

uk(t)yk(x),

f(x) =
∞∑
k=0

fkyk(x),

(10)

ãäå,

uk(t) = (u(x, t), vk(x)), fk = (f(x), vk(x)). (11)

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (6), äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
uk(t) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

u′0(t) + λ
(2)
0 u0(t) = f0, u0(0) = 0,

u′2k−1(t) + λ
(2)
k u2k−1(t) = f2k−1, u2k−1(0) = 0,

u′2k(t) + λ
(1)
k u2k(t) = −λ

(2)
k − λ

(1)
k

2δk
u2k−1(t) + f2k, u2k(0) = 0.

(12)

Ðåøàÿ çàäà÷è (12) ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé uk(t) :

u0(t) =
f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 t),

u2k−1(t) =
f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k t),

u2k(t) =
(λ

(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(2)
k λ

(1)
k δk

f2k−1(1− e−λ
(1)
k t)− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k t − e−λ

(1)
k t)+

+f2k
(1− e−λ

(1)t
k )

λ
(1)
k

, k = 1, 2, . . .

(13)
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Ôîðìóëû (10), (13) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, à
òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîëëîêàöèé ñ ðåãóëÿðèçàòîðîì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è

Çàïèøåì ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (13) â ñëåäóþùåì âèäå:

u(x, t) =
y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 t) +

∞∑
k=1

{y2k−1(x)f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k t)

}
+

+
∞∑
k=1

{
y2k(x)

[f2k−1(λ
(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(1)
k λ

(2)
k δk

(1− e−λ
(1)
k t)− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k t − e−λ

(1)
k t)+

+
f2k

λ
(1)
k

(1− e−λ
(1)
k t)

]}
.

(14)

Èòàê, ìû èìååì èç ôîðìóëû (14), ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðè t = T
èìååò âèä:

u(x, T ) =
y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 T ) +

M∑
k=1

{y2k−1(x)f2k−1

λ
(2)
k

(1− e−λ
(2)
k T )

}
+

+
M∑
k=1

{
y2k(x)

[f2k−1(λ
(2)
k − λ

(1)
k )

2λ
(1)
k λ

(2)
k δk

(1− e−λ
(1)
k T )− f2k−1

2λ
(2)
k δk

(e−λ
(2)
k T − e−λ

(1)
k T )+

+
f2k

λ
(1)
k

(1− e−λ
(1)
k T )

]}
.

(15)

Ïîäáåðåì êîýôôèöèåíòû fi, i = 1, . . . , K, òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå âèäà:

y0(x)f0

λ
(2)
0

(1− e−λ
(2)
0 T ) +

K∑
i=1

{y2i−1(x)f2i−1

λ
(2)
i

(1− e−λ
(2)
i T )

}
+

+
K∑
i=1

{
y2i(x)

[f2i−1(λ
(2)
i − λ

(1)
i )

2λ
(1)
i λ

(2)
i δi

(1− e−λ
(1)
i T )− f2i−1

2λ
(2)
i δi

(e−λ
(2)
i T − e−λ

(1)
i T )+

+
f2i

λ
(1)
i

(1− e−λ
(1)
i T )

]}
≡

K∑
i=0

fiFi(x)

(16)

íàèëó÷øèì îáðàçîì â ñìûñëå êâàäðàòè÷íîé íîðìû ïðèáëèæàëî ôóíêöèþ ψ(x). À â
êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ôóíêöèþ:

f̃(x) =
K∑
i=0

fiyi(x) = f0y
(2)
0 (x)(2β0)

−1+

+
K∑
i=0

{
f2iy

(1)
2i (x) + f2i−1(y

(2)
2i−1(x)− y

(1)
2i−1(x))(2δ2i−1)

−1
}
.

(17)

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ìåòîä ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
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íàëà íåâÿçêè âèäà:

J(f0, f1, . . . , fK) =
1

2

1∫
0

[ K∑
i=0

fiFi(x)− ψ(x)
]2
dx+

µ

2

K∑
i=0

f 2
i → min

f̄
J(f̄)

i = 0, 1, . . . , K

(18)

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë íåâÿçêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Òàê
êàê ìû ñâåëè çàäà÷ó ê êîíå÷íîìåðíîé, áóäåì èñêàòü òî÷êè, ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðå-
ìóì, èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà, à èìåííî, ïðèðàâíÿåì íóëþ ïåðâûå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèîíàëà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Âûïèøåì ôîðìóëû äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèîíàëà:

∂J(f0, f1, . . . , fK)

∂fj
=

K∑
i=0

fi

1∫
0

Fi(x)Fj(x)dx−
1∫

0

ψ(x)Fj(x)dx+ µfj = 0

i = 0, 1, . . . , K

(19)

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (19) íóëþ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ f0, f1, . . . , fK :

A
−→
f = b, (20)

ãäå ìàòðèöà è ïðàâàÿ ÷àñòü b çàäàíû âûðàæåíèÿìè:

Aij = µδi,j +

1∫
0

Fi(x)Fj(x)dx = 0, (21)

bj =

1∫
0

ψ(x)Fj(x)dx, (22)

ãäå δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ðåøàÿ ñèñòåìó (20) ïðè ðàçíûõ µ ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí íàìè ÷èñëåííî äëÿ ðàçíûõ ñèíòåòè÷åñêèõ
èçìåðåííûõ äàííûõ.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé ñîñòîÿë èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû çàäà÷è: α, T, µ
2. Âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû λ

(1)
i , λ

(2)
i , i = 1, . . . , K. Âåëè÷èíó K ìû áðàëè ðàâíîé 50.

3. Çàäàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, è âû÷èñëÿþòñÿ ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå ïî ôîðìóëå (10) è
(13).

4. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A è ïðàâîé ÷àñòè b ïî ôîðìóëàì (21) è (22).
5. Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (20) è íàõîäèì f0, f1, . . . , fK .
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Èç ôîðìóëû (14) ñëåäóåò, ÷òî åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà ëèøü êîíå÷íûì
÷èñëîì ãàðìîíèê, òî ðÿä (14) òàêæå èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà è ïðîâîäèòü ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêè çàäàííûìè ôóíêöèÿìè. Ìû ïðîâåëè òàêîãî ðîäà òåñòîâûå
ðàñ÷åòû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà èñêîìàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïåðâûå äâå ôóíê-
öèè yk(x). Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà, êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàâíÿëàñü
y1(x), à èìåííî, çàäàâàëàñü ôîðìóëîé f(x) = (sin(2β1x) − sin(2πx))(2δ1)

−1, ïðè ïàðà-
ìåòðàõ ðàñ÷åòà: β1 = 3.29, δ1 = 0.15, α = 1, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−11. Òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòàâèëà 4.85%. Íà ðèñóíêå 2 â êà÷åñòâå èñêîìîé ôóíêöèè èñïîëü-
çîâàíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ áàçèñà y2(x) = sin(4πx) ïðè ýòèõ æå ïàðàìåòðàõ ðàñ÷åòà.
Òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòàâèëà 4.68%.

Ðèñóíîê 1 � Ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàíà ôîðìóëîé

f(x) = (sin(2β1x)− sin(2πx))(2δ1)
−1

Ðèñóíîê 2 � Ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàíà ôîðìóëîé f(x) = sin(4πx)
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Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà è ïîëó÷åíèÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ çàäà÷è ìû ðàññìîò-
ðåëè ôóíêöèþ ïðàâîé ÷àñòè çàäàííîé àíàëèòè÷åñêè ïî ôîðìóëå:

f(x) = A exp(−(x− x1)
2

ω
).

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè µ è ÷èñëà ãàðìîíèê K ìû ðàñ-
ñìîòðåëè ðàçëè÷íûå íàáîðû ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè f(x). Íà ðèñóíêå 3 ìû ïîêàçûâàåì
ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ïàðàìåòðàõ ðàñ÷åòîâ: α = 10, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−5,
A = 1, x1 = 0.5, ω = 0.22. Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îêàçàëàñü ðàâíîé
19%.

Ðèñóíîê 3 � Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè èñòî÷íèêà

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíî óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè µ äî 1 ·10−11. Òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ýòîì ñîñòàâèëà 18%.

Ðèñóíîê 4 � Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè
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Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû ïîêàçàëè íåîáõîäèìîñòü ïîëîæèòåëüíîãî ¾íå ñëèøêîì ìà-
ëîãî¿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Â áîëüøèíñòâå ðàñ÷åòîâ íàèáîëåå ïðèåìëåìûì îêà-
çàëîñü çíà÷åíèå µ, ðàâíîå 10−11. Êðîìå ýòîãî, ìû ðàññìîòðåëè âëèÿíèå çíà÷åíèÿ K
íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ ïðàâûõ ÷àñòåé óâåëè÷åíèå K
ñóùåñòâåííî íå âëèÿåò íà òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ. Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ñ K =
10, 20, 30, 50, 100. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû èìåëè îäíó è òó æå îòíîñèòåëüíóþ
òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïîïûòêè âîññòàíîâèòü ðàçðûâíóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì.
Âî âñåõ ðàçóìíûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìû ïîëó÷àëè ñãëàæåííóþ âîññòàíîâëåííóþ
ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

Ðèñóíîê 5 � Âîññòàíîâëåíèå ðàçðûâíîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Ðàñ÷åò âûïîëíåí ïðè α = 1, T = 1,

K = 50, µ = 1 · 10−9.

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíî âîññòàíîâëåíèå íåãëàäêîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åí óäîâëåòâîðè-
òåëüíûé ðåçóëüòàò ïðè α = 10, T = 1, K = 50, µ = 1 · 10−11 ñ îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé
âîññòàíîâëåíèÿ 10%.

Ðèñóíîê 6 � Âîññòàíîâëåíèå íåãëàäêîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçíîîáðàçíûì ïîâåäåíèåì èñêîìîé ôóíê-
öèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä óëàâëèâàåò ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè â ïîâåäåíèè èñêîìîé
ôóíêöèè � óáûâàíèå, âîçðàñòàíèå, îáëàñòè ìàêñèìóìà, ëèáî ìèíèìóìà.
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Построение разрушающих решений модифицированного уравнения
Веселова-Новикова с помощью поверхности Эннепера второго порядка

В данной статье построены разрушающие решения модифицированного уравнения Веселова-
Новикова (являющегося двумеризацией модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза)
с помощью инверсий минимальной поверхности Эннепера второго порядка. И эти решения
имеют сингулярность в одной точке пространства-времени, аналогично работе [1].Алгоритм
решения модифицированного уравнения Веселова-Новикова был приведен в работе [2],
и в работе [3] была получена геометрическая интерпретация преобразования Мутара.
Оно задается решением уравнения Дирака Dψ = 0 и тремя вещественными константами.
И любое решение этого уравнения определяет поверхность в трехмерном евклидовом
пространстве, заданную с точностью до сдвигов, с помощью представления Вейерштрасса.
Фиксируя три константы, мы полностью фиксируем поверхность. На этой поверхности
задается конформный параметр, и потенциал U оператора Дирака является потенциалом
представления этой поверхности. Применив к этой поверхности инверсию с центром вначале
координат, мы получаем новую поверхность с тем же самым конформным параметром и
новым потенциалом.Оказывается, что потенциал инверсированной поверхности и есть в
точности потенциал, построенный с помощью преобразования Мутара по указанным данным
[3]. В результате данной статьи этот потенциал был построен (теорема 1) для неизвестных
пока решений линейной системы уравнений (8) с помощью алгоритма преобразования
Мутара; была получена геометрическая интерпретация преобразования Мутара на примере
поверхности Эннепера второго порядка, т.е. для явных решений данной линейной системы
уравнений найдены потенциалы (теорема 2), которые удовлетворяют модифицированному
уравнению Веселова-Новикова.
Ключевые слова: оператор Дирака, модифицированное уравнение Веселова-
Новикова,преобразование Мутара, разрушающие решения, поверхность Эннепера.

D.M.Kurmanbaev
Construction blowing up solutions of modified Novikov-Veselov

equation by second order Enneper surface

In this paper, we constructed blowing-up solutions of the modified Veselov-Novikov equation (which
is a two-dimensionalization of modified Korteweg-de Vries equation) using inversions of the second
order Enneper minimal surface. As [1] these solutions have a singularity at one point in space-
time. Algorithm for solving the modified Veselov-Novikov equation was given in [2] and in [3]
obtained a geometrical interpretation of Moutard transformation. It is given by the solution of
the Dirac equation Dψ = 0 and three real constants. And any solution of this equation defines a
surface in three-dimensional Euclidean space, given up accurate to translations, with the help of
the Weierstrass representation. Fixing the three constants, we completely fix the surface. On this
surface given a conformal parameter, and the potential U of the Dirac operator is the potential
of representation of the surface.Applying inversion to this surface with center at the origin, we
obtain a new surface with the same conformal parameter and new potential. It turns out that
the potential of inverted surface is exactly the potential constructed by Moutard transformation
from the data of [3]. In a result of this article, this potential has been built (theorem 1) for yet
unknown solutions of a linear system of equations (8) by algorithm of Moutard transformations;
was obtained geometric interpretation of Moutard transformations on the example of second order
Enneper surface, i.e, for explicit solutions of linear system of equations found potentials (theorem
2) that satisfy the modified Veselov-Novikov equation.
Key words: Dirac operator, modified Novikov-Veselov equation , Mutard transformation, blowing
up solutions, Enneper surface.
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Д.М.Курманбаев
Екiншi реттi Эннепер бетiнiң көмегiмен модификацияланған Веселов-Новиков

теңдеуiнiң жоюшы шешiмдерiн құрастыру

Бұл мақалада модификацияланған Веселов-Новиков теңдеуiнiң (яғни, модификацияланған
Кортевег-де Фриз теңдеуiнiң екiөлшемдi жағдайы) жоюшы шешiмдерi құрастырылған және
де бұл шешiмдердiң [1] жұмысындағы алынған нәтижелерге ұқсас кеңiстiк-уақыттың бiр
нүктесiнде сингулярлығы бар болады.Модификацияланған Веселов-Новиков теңдеуiнiң ше-
шiмiнiң алгоритмi [2] жұмысында келтiрiлген және де [3] жұмысында Мутар түрлендiруiнiң
геометриялық мағынасы көрсетiлген. Ол Dψ = 0 Дирак теңдеуiнiң шешiмiмен және де үш
нақты тұрақтылармен берiледi.Бұл теңдеудiң кез келген шешiмi Вейерштрасс көрсетiмi көме-
гiмен, берiлген ығыстыруға дейiнгi дәлдiкпен болатындай, үшөлшемдi евклидтiк кеңiстiктегi
беттi анықтайды. Бiз үш тұрақтыны бекiту арқылы барлық беттi бекiтуiмiзге болады. Яғни,
бұл бетте конформды параметр берiлген және Дирак операторының U потенциалы осы бет-
тегi көрсетiмнiң потенциалы болады.Сонымен қатар, бұл бетке центрi координаттар басында
болатын инверсияны қолдану арқылы бiз дәл сондай конформды параметрiмен берiлген және
жаңа потенциалымен жаңа беттi аламыз. Инверсияланған беттiң потенциалы - Мутар түр-
лендiруiнiң көмегi арқылы (бұл түрлендiру [3] жұмыста көрсетiлген нұсқаулармен берiлген)
құрастырылған потенциалдың дәл өзi болады екен. Бұл мақаланың нәтижесiнде (8) сызықты
теңдеулер жүйесiнiң әзiрге белгiсiз шешiмдерi үшiн аталған потенциал Мутар түрлендiруiнiң
көмегiмен құрастырылған (1-теорема); сонымен қатар екiншi реттi Эннепер бетiнiң мыса-
лы арқылы Мутар түрлендiруiнiң геометриялық мағынасы алынған, яғни берiлген сызықты
теңдеулер жүйесiнiң айқын шешiмдерi үшiн модификацияланған Веселов-Новиков теңдеуiн
қанағаттандыратын потенциалдар (2-теорема) табылған.
Түйiн сөздер: Дирак операторы, модификацияланған Веселов-Новиков теңдеуi, Мутар түр-
лендiруi, жоюшы шешiмдер, Эннепер бетi.

1. Введение

Модифицированное уравнение Веселова- Новикова (мВН) было введено в работе [4]
и имеет вид

Ut = Uzzz + 3UzV +
3

2
UVz + Uzzz + 3UzV +

3

2
UV z (1)

где Vz = (U2)z
и z = x+ iy, U(z, z̄, t) - вещественнозначная функция.
Уравнение мВН допускает представление в виде L,A,B - тройки Манакова [6]:

Dt + [D,A]− BD = 0. (2)

где D - двумерный оператор Дирака:

D =

(
0 ∂
−∂̄ 0

)
+

(
U 0
0 U

)
здесь обозначены через ∂ = ∂

∂z
и ∂̄ = ∂

∂z̄
.

Явные формулы для операторов A,B, из уравнений (2) имеют вид:

A = ∂3 + ∂
3
+ 3

(
V 0
Uz 0

)
∂ + 3

(
0 −Uz

0 V

)
∂ +

3

2

(
Vz 2UV

−2UV Vz

)
,

ISSN 1563–0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. №1(84). 2015



Построение разрушающих решений. . . 79

B = 3

(
−V 0
−2Uz V

)
∂ + 3

(
V 2Uz

0 −V

)
∂ +

3

2

(
Vz − Vz 2Uzz

−2Uzz Vz − Vz

)
.

2. Преобразование Мутара

Пусть ψ =

(
ψ1

ψ2

)
- решение уравнения Дирака, т.е.

Dψ = 0 (3)

тогда сопряженное к этому решению ψ∗ =

(
−ψ̄2

ψ̄1

)
тоже является решением уравнения

(3).

Составим из ψ, ψ∗ матрицу Ψ =

(
ψ1 −ψ̄2

ψ2 ψ̄1

)
то получим, что DΨ = 0. Тоже самое

можно проверить и для φ = ψT .

Чтобы применить преобразование Мутара для уравнения мВН, каждой паре решений
ψ, φ уравнений (3) и Dφ = 0 сопоставим матрицы Ψ и Φ = ΨT , а по ним составим мат-
ричную 1-форму:

ω(Φ,Ψ) = − i

2
(Φσ3Ψ+ ΦΨ)dz − i

2
(Φσ3Ψ− ΦΨ)dz+

+[−i((Φzz + Φzz − 2Φzz)σ3Ψ+ Φσ3(Ψzz +Ψzz − 2Ψzz)− (Φz − Φz)σ3(Ψz −Ψz))−

−2U((Φz − Φz)σ3Ψ− Φσ2(Ψz −Ψz)) + Φ

(
iU2 − 3iV −i(Uz + Uz)

−i(Uz + Uz) −iU2 + 3iV

)
Ψ]dt

где σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
- матрицы Паули, для которых

Trσi = 0, i = 1, 2, 3.

Прямыми вычислениями доказывается, что 1-форма ω(Φ,Ψ) замкнута, т.е.dω(Φ,Ψ) = 0.
Затем можно определить следующую симметричную матрицу:

Ω(Φ,Ψ) =

∫ (z,z̄,t)

(0,0,0)

ω +

(
a+ bi ci
ci a− bi

)
(4)

где a,b и c -вещественные постоянные.
Пусть матрицы K и N определяются следующим образом:

K(Ψ) = ΨΩ−1(ΨT ,Ψ)ΓΨTΓ−1 (5)

N(Ψ) = ΓΨyΨ
−1Γ−1 = iΓ(Ψz −Ψz)Ψ

−1Γ−1 (6)
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Матрицы K и N удовлетворяют свойствам инволюции [2], являются симметричными
и Γ = iσ2.

В работе [7] показано, что уравнение мВН деформирует ядро оператора L =

(
∂ −U
U ∂̄

)
.

Тогда оно деформирует и ядро оператора Дирака D = LΓ с помощью следующей систе-
мы уравнений:

DΨ = 0
Ψt = AΨ.

(7)

Эта система эквивалентна следующей системе линейных уравнений

Ψx = JΨy + PΨ
Ψt = −JΨyyy − PΨyy +QΨy + SΨ

(8)

где Ψ матричное решение данной системы и матрицы J, P,Q, S полученные из эквива-
лентности систем уравнений (7) и (8), тоже являются матрицами Паули.
Для обоснования алгоритма преобразования Мутара, получена одна важная теорема в
работе [2] для заданных решений системы (8) при U(z, z̄, t) = 0, V (z, z̄, t) = 0. И эту тео-
рему сформулируем и докажем для неизвестных пока решений системы (8) при любых
потенциалах U(z, z̄, t) и V (z, z̄, t).
Теорема 1 Пусть Ψ0 и Ψ — решения линейной системы (8) и U(z, z̄, t), V (z, z̄, t) удо-
влетворяют уравнению (1) мВН . Если матрица Ω−1(ΨT ,Ψ) - невырожденная,тогда

1) новое решение системы (8)

Ψ̃ = Ψ0 −ΨΩ−1(ΨT ,Ψ)Ω(ΨT ,Ψ0) (9)

удовлетворяет уравнению Дирака D̃Ψ̃ = 0 оператора D̃ с потенциалом

Ũ = U + ik12, (10)

и уравнению Ψ̃t = ÃΨ̃ оператора Ã с потенциалами Ũ и

Ṽ = V − 2iUk12 + k211 − 2(n12k12 + n11k11) (11)

где k11, k12 и n11,n12 элементы матриц K,N соответственно и U(z, z̄, t), V (z, z̄, t) -
вещественнозначные потенциалы.

2) новые потенциалы Ũ(z, z̄, t) и Ṽ (z, z̄, t) удовлетворяют уравнению (1) мВН .
Доказательство.
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Пусть Ψ =

(
ψ1 −ψ̄2

ψ2 ψ̄1

)
- решение линейной системы (8) и в формуле (9) для опре-

деленности возьмем Ψ0 =

(
0 0
0 0

)
. По алгоритму преобразования Мутара, сначала

вычислим матрицу Ω(ΨT ,Ψ) (берется криволинейный интеграл и его значение не зави-
сит от пути интегрирования) по формуле (5) с учетом формулы 1-формы ω(ΨT ,Ψ):

Ω11(z, z̄, t) = −i
∫ z

0

ψ2
1(l, 0, 0)dl + i

∫ z̄

0

ψ2
2(z, l, 0)dl+

+i

∫ t

0

[ψ1z(z, z̄, l)
2 − 2ψ1(z, z̄, l)ψ1zz(z, z̄, l)− 3ψ2

1(z, z̄, l)V (z, z̄, l)]dl−

−i
∫ t

0

[ψ2z̄(z, z̄, l)
2 − 2ψ2(z, z̄, l)ψ2z̄z̄(z, z̄, l)− 3ψ2

2(z, z̄, l)V (z, z̄, l)]dl + a+ bi,

Ω12(z, z̄, t) = Ω21(z, z̄, t) = i

∫ z

0

ψ1(l, 0, 0)ψ2(l, 0, 0)dl + i

∫ z̄

0

ψ1(z, l, 0)ψ2(z, l, 0)dl+

+i

∫ t

0

ψ2(z, z̄, l)ψ1zz(z, z̄, l)dl + ψ1z̄z̄(z, z̄, l)ψ2(z, z̄, l)dl+

+i

∫ t

0

ψ1(z, z̄, l)ψ2z̄z̄(z, z̄, l)dl + ψ1(z, z̄, l)ψ2zz(z, z̄, l)dl+

+i

∫ t

0

[3ψ1(z, z̄, l)ψ2(z, z̄, l)V (z, z̄, l) + 3ψ1(z, z̄, l)ψ2(z, z̄, l)V (z, z̄, l)] + ci,

Ω22(z, z̄, t) = −i
∫ z

0

ψ2
2
(l, 0, 0)dl +

∫ z̄

0

ψ1
2
(z, l, 0)dl−

−i
∫ t

0

[ψ1z̄
2
(z, z̄, l)− 2ψ1(z, z̄, l)ψ1z̄z̄(z, z̄, l)− 3ψ2

1(z, z̄, l)V (z, z̄, l)]dl+

−i
∫ t

0

[ψ2z̄
2
(z, z̄, l)− 2ψ2(z, z̄, l)ψ2zz(z, z̄, l)− 3ψ2

2(z, z̄, l)V (z, z̄, l)]dl + a− bi.

Далее выпишем элементы матриц K,N (из формул (5), (6)) в следующем виде:
k11(z, z̄, t) =

1
|Ω(z,z̄,t)|(ψ

2
1Ω22(z, z̄, t) + ψ1ψ̄2(Ω12(z, z̄, t) + Ω21(z, z̄, t)) + ψ̄2

2Ω11(z, z̄, t)),

k12(z, z̄, t) =
1

|Ω(z,z̄,t)|(ψ1ψ2Ω22(z, z̄, t) + |ψ2|2Ω21(z, z̄, t)− |ψ1|2Ω12(z, z̄, t) + ψ̄1ψ̄2Ω11(z, z̄, t)),

n11(z, z̄, t) =
1

|Ψ(z,z̄,t)|(ψ̄1ψ1z − ψ2ψ̄2z − 2U(z, z̄, t)ψ̄1ψ2),

n12(z, z̄, t) =
i

|Ψ(z,z̄,t)|(ψ1zψ̄2 + ψ1ψ̄2z + U(z, z̄, t)(|ψ1|2 − |ψ2|2))

здесь |Ω(z, z̄, t)| , |Ψ(z, z̄, t)| - определители матриц Ω(z, z̄, t) , Ψ(z, z̄, t) соответствен-
но.

Вестник КазНУ. Серия математика, механика, информатика. №1(84). 2015



82 Д.М.Курманбаев

Подставляя эти элементы в формулы (10),(11), мы получим новые потенциалы, кото-
рые удовлетворяют уравнению (1) мВН . Чтобы наглядно увидеть доказательство этой
теоремы, приведем пример.

Пример

Для того чтобы объяснить геометрический смысл преобразования Мутара, сначала
введем следующую поверхность, полученный из (4) умножением на матрицу Γ :

S̃(Φ,Ψ) = ΓΩ(Φ,Ψ),

введем следующие обозначения:
v = ψ2

1z −ψ2
2z̄ −2(ψ1ψ1zz −ψ2ψ2z̄z̄), w = ψ1zψ̄2z + ψ̄1z̄ψ2z̄ −ψ1zzψ̄2−ψ1ψ̄2zz − ψ̄1z̄z̄ψ2− ψ̄1ψ2z̄z̄,

S0 =

(
iu3 −x1 − ix2

u1 − ix2 −ix3
)
.

Тогда получим поверхность S̃ с помощью представления Вейершрасса [1,8]:

S̃ = S0 + i

∫ t

0

(
w v̄
v −w

)
dτ +

(
ci a− bi

−a− bi −ci

)
(12)

Поверхность Эннепера является минимальной поверхностью, которая задается пред-
ставлением Вейерштрасса следующей вектор-функцией:

ψ1 = z2, ψ2 = 1.

Теперь подставляя данные ψ1, ψ2, получим

x1(z, z̄) =
i

2
((
1

5
(z5 − z̄5) + z − z̄) + x10,

x2(z, z̄) = − 1

10
(z5 + z̄5) +

1

2
(z + z̄) + x20,

x3(z, z̄) =
1

3
(z3 + z̄3) + x30,

где X0 = (x10, x
2
0, x

3
0) начало координат при x = y = 0.

Для получения разрушающегося решения уравнения мВН выберем начало координат в
следующих точках:

x10 = a, x20 = c, x30 = b,
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полагая здесь
c = −b.

Подставляя в формуле (12) вместо c = −b вычислим S̃ и v, w:

S̃ =

(
i
3
(z3 + z̄3 + 12t) i( z̄

5

5
− z)

i( z
5

5
− z̄) − i

3
(z3 + z̄3 + 12t)

)

v = 0, w = −4.

Формулу (5) перепишем в виде:

K =

(
z2 −1
1 z̄2

)
S̃−1

(
z̄2 1
−1 z2

)
и по формуле (6) вычислим элементы k11(z, z̄, t), k12(z, z̄, t), n11(z, z̄, t), n22(z, z̄, t):

k11(z, z̄, t) =
30i(5z3 + z2z̄5 + z5z̄2 + 30z2z̄2t+ 5z̄3 − 30t)

Q(z, z̄, t)
,

k12(z, z̄, t) =
15i(−8z5 + 3z4z̄5 + 10z2z̄3 + 120z2t+ 15z̄)

Q(z, z̄, t)
,

так как данные ψ1, ψ2 не зависят от t, поэтому

n11(z, z̄) = − 2iz2z̄

z2z̄2 + 1
,

n12(z, z̄) = − 2iz̄

z2z̄2 + 1
,

где

Q(z, z̄, t) = 20z6 − 50z3z̄3 − 600z3t+ 20z̄6 − 600z̄3t− 3600t2 − 225zz̄ − 9z̄5z5.

ψ1 = z2, ψ2 = 1 удовлетворяют уравнению (7) только при U(z, z̄, t) = 0, V (z, z̄, t) = 0, по-
этому определим Ũ(z, z̄, t), Ṽ (z, z̄, t) по формулам (10), (11) соответсвенно в следующем
виде:

Ũ(z, z̄, t) =
30(5z3 + z2z̄5 + z5z̄2 + 30z2z̄2t+ 5z̄3 − 30t)

Q(z, z̄, t)
,

Ṽ (z, z̄, t) = −15(240z3z̄11+27z8z̄10+400zz̄9−1650z4z̄6+1440z6z̄5t−43200z3z̄5t2+36000z4z̄3t+5400z̄z5−864000zt3+P (z,z̄,t))
Q2(z,z̄,t)

,

где P (z, z̄, t) = 160z10+3375z̄5+120(z6z̄8− z9z̄5)+216000zt2(z3− z̄3)− 7200zz̄t(z2z̄7+ z̄5).
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Основным результатом данной статьи является следующая теорема:
Теорема 2 Для поверхности Эннепера второго порядка ψ1 = z2, ψ2 = 1, функции
Ũ(z, z, t), Ṽ (z, z, t) :
1) удовлетворяют модифицированному уравнению Веселова-Новикова;
2) убывают при r → ∞, Ũ = O( 1

r3
), Ṽ = O( 1

r2
), z = reiφ, |z| = r;

3) являются вещественно-аналитическими при t ̸= 0; и имеют особенности в точке
x = y = 0, t = 0 при c = −b. Потенциал Ũ(z, z, t) в этой точке не определен и имеет
конечное предельное значение

lim
r→0,φ=const

Ũ(z, z̄, 0) = 16
2

3
cos3φ.

Доказательство.
Утверждения 1-2 данной теоремы вытекают из теоремы 1 и после подстановки вместо
переменных z = reiφ, z̄ = re−iφ, t = 0 новых потенциалов Ũ(z, z, t), Ṽ (z, z, t).
Утверждение 3 вытекает из явного вида нового потенциала Ũ(z, z, t) при t = 0, пере-
ходом на полярные координаты (r, φ) и подстановкой z = r(cosφ+ isinφ) в следующем
виде:

Ũ(r, φ) =
60rcosφ(4cos3φ− 3)(r4 + 5)

80r4cos2φ(4cos2φ− 3)2 − 9(r4 + 5)2
.

Применением правила Лопиталя несколько раз в пределе от последнего потенциала,
полностью доказывается теорема 2.

Рисунок 1 - Потенциал Ũ(x, , y, t) для поверхности Эннепера 2-го порядка, который проходит через
особую точку x ∈ [−5, 3], y ∈ [−8, 5], t ∈ [0, 10] и вне промежутка особой точки

x ∈ [2, 7], y ∈ [5, 10], t ∈ [4, 7].
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3. Заключение

Поверхность Эннепера большего порядка (k ≥ 3) будет жестко двигаться, когда
потенциал имеет особенность в точке x = 0, y = 0, t = const > 0 при условии, что на-
чальную точку поверхности можно выбрать X0 = (a,−b, b). На рис.1 (справа) видно, что
поверхность Эннепера второго порядка будет изгибаться вне промежутка особой точки
x = y = 0, t = 0 (и большего порядка вне x = 0, y = 0, t = const > 0).
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Ìîäåëèðîâàíèå ãîðåíèÿ ïðîïàíà-êèñëîðîäíîé ñìåñè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïðîöåäóð óïðîùåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ

Òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíî âëèÿíèå ñòåõèîìåòðèè ïðîïàíî-êèñëîðîäíîé ñìåñè íà ñêîðîñòü
ïðîèçâîäñòâà îêèñëîâ óãëåâîäîðîäà. Äëÿ ðàçðàáîòêè êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ïðè ãîðåíèè
áîãàòûõ ñìåñåé ïðîïàí - êèñëîðîä, áûëè âûáðàíû òàêèå ìåõàíèçìû, êàê GRI- 3.0 Mechanism,
n-Butane/oxygen/argon Mechanism, Saudi Aramco 1.3 Mechanism. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
áûëè âçÿòû èç [3] è áûëè ñðàâíåíû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïðè ïîìîùè âûøåóêàçàííûõ ìå-
õàíèçìîâ. È ñðåäè ýòèõ òðåõ ìåõàíèçìîâ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì áûëè áëèçêè äàííûå,
ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèçìà GRI-3.0. Ðàçðàáîòàí ðåäóöèðîâàííûé ìåõàíèçì,
ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü ãîðåíèå ïðîïàíà â áîãàòûõ ñìåñÿõ ïðè ïîâûøåííûõ äàâëåíèÿõ.
Ïîëó÷åííûé ïîñëå ðåäóöèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêèé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé èç 33 âåùåñòâ è 138
ðåàêöèé(èç íèõ 9 íåîáðàòèìûå è 129 îáðàòèìûå) áóäåò íàçûâàòüñÿ äàëåå ñêåëåòíûì. Äàí-
íûé ìåõàíèçì îïèñûâàåò êèíåòèêó ãîðåíèÿ ïðîïàíà è îáðàçîâàíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ
ïðè òåìïåðàòóðàõ 1200-2000 Ê, ñòåõèîìåòðè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ïðîïàí/êèñëîðîä (ϕ = 2) è
äàâëåíèè äî 8 áàð. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ìîäåëè íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî âðå-
ìåíè çàäåðæêè âîñïëàìåíåíèÿ, ïî êîíâåðñèè ïðîïàíà ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì îêèñëåíèè,
ïî èçìåíåíèþ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ. Òåñòèðîâàíèå ìîäåëè âûïîëíåíî ïðè íà÷àëüíûõ
òåìïåðàòóðàõ ñìåñè 1200-2000 Ê, äàâëåíèè p0 = 8 áàð è ñòåõèîìåòðè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè
òîïëèâî/êèñëîðîä ϕ = 2.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ãîðåíèå, ñòåõèîìåòðèÿ, ðåäóöèðîâàíèå, ïðîïàí, êèñëîðîä, ìåõàíèçì, èí-
äåêñ âàæíîñòè.

B.A. Urmashev, D.B. Aytmukash, A.A. Niyazbayev, E.A. Kuralov, A.T. Tursunbay
Modeling of combustion a propane-oxygen mixture using the systematic facilitation

procedures of kinetic mechanisms

Theoretical research of e�ect of stoichiometry's propane-oxygen mixture on the rate of production
of hydrocarbon oxides. Mechanisms were selected such as GRI-3.0 Mechanism, n-Butane / oxygen
/ argon Mechanism, Saudi Aramco 1.3 Mechanism for developing the kinetic mechanism in
combustion of wealthy mixtures propane - oxygen. Experimental data were taken from [3] and
have been compared with the results of calculations by means of the aforementioned mechanisms.
Among these three mechanisms were close to the data to experimental data that have been
obtained with the use of GRI-3.0. Was developed by the reduced mechanism to describe the
combustion propane in wealthy mixtures at high pressures. Obtained after the reduction kinetic
mechanism (hereinafter - Skeletal mechanism) consists of 33 substances and 138 reactions (9 of
them irreversible and 129 are reversible). Skeletal mechanism describes the kinetics of combustion
a propane and formation of polluting substances at temperatures of 1200-2000 K, a stoichiometric
ratio of propane / oxygen ( phi = 2) and a pressure of 8 bar. A model testing was conducted on of
the experimental data on the ignition delay time, the conversion of propane at high temperature
oxidation, change component concentrations. Testing the model is ful�lled for the initial mixture
temperature 1200-2000K, for the pressure p0 = 8 bar and a stoichiometric fuel / oxygen ϕ = 2.
Key words: Combustion, stoichiometry, reduction, propane, oxygen, mechanism, importance
index.

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. �4(83) . 2015



Ìîäåëèðîâàíèå ãîðåíèÿ ïðîïàíà-êèñëîðîäíîé ñìåñè . . . 87

Á.À. Óðìàøåâ , Ä.Á. Àéòì´©àø, À.À. Íèÿçáàåâ, Å.À. �´ðàëîâ, À.Ò. Ò´ðñûíáàé
Ïðîïàí - îòòåãi ©îñïàñûíû­ æàíóûí êèíåòèêàëû© ìåõàíèçìäåðäi æå­iëäåòóäi­

æ³éåëiê ðºñiìäåðií ©îëäàíó àð©ûëû ìîäåëüäåó

Ïðîïàí-îòòåê ©îñïàñû ñòåõèîìåòðèÿñûíû­ ê°ìiðñóòåê òîòû©òàðûíû­ °íäiðiëó æûëäàìäû-
¡ûíà ºñåði òåîðèÿëû© ò´ð¡ûäà çåðòòåëäi. Ïðîïàí-îòòåê îòûí¡à áàé ©îñïàñûíû­ æàíóû êåçií-
äåãi êèíåòèêàëû© ìåõàíèçìäi ºçiðëåó ³øií êåëåñiäåé ìåõàíèçìäåð òà­äàï àëûíäû: GRI-3.0
Mechanism, n-Butane/oxygen/argon Mechanism, Saudi Aramco 1.3 Mechanism. Òºæiðèáåëiê
ìºëiìåòòåð [3]-òåí àëûíäû æºíå æî¡àðûäà àòàë¡àí ìåõàíèçìäåð ê°ìåãiìåí àëûí¡àí åñåï-
òåóëåðäi­ íºòèæåëåðiìåí ñàëûñòûðûëäû. Àòàë¡àí ³ø ìåõàíèçìíi­ iøiíåí òºæiðèáå íºòèæå-
ëåðiíå å­ æà©ûí íºòèæå GRI-3.0 ìåõàíèçìi ê°ìåãiìåí àëûíäû. Îòûí¡à áàé ©îñïàëàðäà¡û
ïðîïàííû­ æî¡àðû ©ûñûìäà æàíóûí ñèïàòòàó¡à ì³ìêiíäiê áåðåòií ðåäóêöèÿëàí¡àí ìåõà-
íèçì æàñàï øû¡àðûëäû. Ðåäóêöèÿëàóäàí êåéií àëûí¡àí ìåõàíèçì (á´äàí áûëàé � �à­©àëû
ìåõàíèçì) 33 çàòòåêòåí æºíå 138 ðåàêöèÿäàí (îíû­ iøiíäå 9-û ©àéòûìñûç, 129-û ©àéòûìäû)
ò´ðàäû. �à­©àëû ìåõàíèçì ïðîïàííû­ æàíóûíû­ êèíåòèêàñûí æºíå 1200-2000 Ê òåìïåðà-
òóðàäà ïðîïàí ìåí îòòåêòi­ (ϕ = 2) ñòåõèîìåòðèÿëû© ©àòûíàñûíäà, 8 áàð-¡à äåéiíãi ©ûñûìäà
ëàñòàóøû çàòòàðäû­ ïàéäà áîëóûí ñèïàòòàéäû. Ò´òàíó êiäiðiñiíi­ óà©ûòû áîéûíøà, æî¡à-
ðû òåìïåðàòóðàëû© òîòû¡ó êåçiíäå ïðîïàííû­ êîíâåðñèÿëàíóû áîéûíøà æºíå êîìïîíåíò-
òåðäi­ êîíöåíòðàöèÿëàðûíû­ °çãåðói áîéûíøà òºæiðèáåëiê ìºëiìåòòåðäå ³ëãiíi­ òåñòiëåíói
æ³ðãiçiëäi. �ëãiíi­ òåñòiëåíói ©îñïàíû­ 1200-2000 Ê áàñòàï©û òåìïåðàòóðàëàðûíäà, p0 = 8
áàð ©ûñûìäà æºíå îòûí/îòòåê ©îñïàñûíû­ ϕ = 2 ñòåõèîìåòðèÿëû© ©àòûíàñûíäà æ³ðãiçiëäi.
Ò³éií ñ°çäåð: Æàíó, ñòåõèîìåòðèÿ, ðåäóêöèÿëàó, ïðîïàí, îòòåãi, ìåõàíèçì, ìà­ûçäûëû©
èíäåêñi.

1. Ââåäåíèå

Ãîðåíèå óãëåâîäîðîäîâ - ýòî î÷åíü áûñòðî ïðîõîäÿùèé è î÷åíü ñëîæíûé ïðîöåññ.
Ïðè ãîðåíèè óãëåâîäîðîäîâ îáðàçóåòñÿ î÷åíü ìíîãî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ. Âñå ýòè âåùå-
ñòâà ïî âîçìîæíîñòè äîëæíû âõîäèòü â ñîñòàâ äåòàëüíîãî êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà.
Äåòàëüíûå êèíåòè÷åñêèå ìåõàíèçìû äëÿ îïèñàíèÿ îêèñëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ ìîãóò ñî-
ñòîÿòü èç äåñÿòêîâ/ñîòåí âåùåñòâ è ñîòåí/òûñÿ÷ ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé. Ïî óâåëè÷åíèþ
÷èñëà âåùåñòâ è ðåàêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü. Êèíåòè÷åñêèå ìî-
äåëè, îñíîâàííûå íà äåòàëüíûõ ìåõàíèçìàõ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, êàê ïðàâè-
ëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñêîì âåùåñòâ, êîòîðûé ÷àñòî ïðåâûøàåò 102−103 ðåàãåí-
òîâ (íàïðèìåð, íåôòåõèìè÷åñêèå ïðîöåññû, íåêîòîðûå ðåàêöèè ãîðåíèÿ). Äëÿ àíàëèçà
ìåõàíèçìà ðåàêöèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè òðåáóåòñÿ òî÷íîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ëèøü
íåñêîëüêèõ âåùåñòâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ öåëåâûìè. Âîçíèêàåò çàäà÷à çàìåíû èñõîäíîé
ñèñòåìû ñèñòåìîé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â êàêîì � òî ñìûñëå ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé,
ñîõðàíÿþùåé ïðè ýòîì èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé öåëåâûõ âåùåñòâ[1]. Çàäà÷à ñîâìåñò-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè è õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ìîæåò áûòü óñïåøíî
ðåøåíà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùåííîãî ¾ðåäóöèðîâàííîãî¿ ìåõàíèç-
ìà, ïîëó÷åííîãî èç äåòàëüíîãî ìåõàíèçìà è îïèñûâàþùåãî ïðîöåññ ãîðåíèÿ ñ òðåáóåìîé
òî÷íîñòüþ äëÿ âûáðàííîãî äèàïàçîíà ñîñòàâîâ, òåìïåðàòóð è äàâëåíèé.

2. Âûáîð êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ îêèñëîâ óãëåðîäà ïðè ãî-

ðåíèè ïðîïàíà â áîãàòûõ ñìåñÿõ

Äëÿ ðàçðàáîòêè êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà, åãî ðåäóöèðîâàíèÿ è ïðîâåðêè èñïîëüçî-
âàëñÿ ïðîãðàììíûé ïàêåò äëÿ ôèçèêî-õèìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Chemical Workbench[2],
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ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâî ïðîöåäóð è ôóíêöèé, îáëåã÷àþùèõ ïîñòàíîâêó çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ èññëåäîâàíèåì õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ãàçîôàçíûõ è ãåòåðîãåííûõ ïðîöåññîâ, èõ
ðåøåíèå è àíàëèç. Äëÿ ðàçðàáîòêè êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ïðè ãîðåíèè áîãàòûõ ñìå-
ñåé ïðîïàí - êèñëîðîä, áûëè âûáðàíû òàêèå ìåõàíèçìû, êàê GRI- 3.0 Mechanism, n-
Butane/oxygen/argon Mechanism, Saudi Aramco 1.3 Mechanism. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-
íûå áûëè âçÿòû èç [3] è áûëè ñðàâíåíû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïðè ïîìîùè âûøåóêà-
çàííûõ ìåõàíèçìîâ. È ñðåäè ýòèõ òðåõ ìåõàíèçìîâ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì áûëè
áëèçêè äàííûå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèçìà GRI-3.0(Ðèñóíîê 1).

Ðèñóíîê 1 � Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èíäóêöèè îò âõîäíîé òåìïåðàòóðû: ëèíèÿ � Saudi Aramco 1.3,

ïóíêòèð ñ òî÷êîé � n-Butane/Oxygen/Argon, ïóíêòèð � GRI � 3.0, êðóãè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.

GRI - 3.0 � îïòèìèçèðîâàííûé ìåõàíèçì, ðàçðàáîòàííûé, ÷òîáû ìîäåëèðîâàòü ñãî-
ðàíèå ïðèðîäíîãî ãàçà. Îí ñîäåðæèò 325 ðåàêöèè è 53 âåùåñòâà. Ðåäóöèðîâàííûé ìå-
õàíèçì áûë ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ, âõîäÿùåãî â ñîñòàâ CWB Reduction Module.
Ðåäóöèðîâàíèå êèíåòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ïðîâîäèëîñü â òðè ýòàïà.Íà ïåðâîì è âòîðîì
ýòàïå äåòàëüíûé ìåõàíèçì, îïèñûâàþùèé ãîðåíèå ïðîïàíà, óìåíüøàëñÿ äî ñêåëåòíîãî
ìåõàíèçìà, êîòîðûé îïèñûâàåò òàêîå æå ïîâåäåíèå äàííîãî ïðîöåññà, êàê è äåòàëüíûé,
íî èìååò çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðåàêöèé è âåùåñòâ, ïðè÷åì âñå ðåàêöèé ýëåìåíòàðíûå.Íà
òðåòüåì ýòàïå ðåäóöèðîâàíèÿ èç ñêåëåòíîãî ìåõàíèçìà áûë ïîëó÷åí ðåäóöèðîâàííûé
ìåõàíèçì, êîòîðûé èìååò òàêîå æå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ îêèñëåíèÿ ïðîïàíà äëÿ áîãàòûõ
ñìåñåé, êàê è äåòàëüíûé, íî êîëè÷åñòâî ðåàêöèé è âåùåñòâ äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû
åãî ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü êàê â ìîäåëè ðàçðÿäà, òàê è â CFD.

3. Ðàçðàáîòêà ñêåëåòíîãî ìåõàíèçìà ãîðåíèÿ ïðîïàíà

Ïðè óïðîùåíèè ìåõàíèçìîâ äî ñêåëåòíîãî ïðèìåíÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû
âûáîðà íàèáîëåå âàæíûõ âåùåñòâ è ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ
ïðîöåññà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñêåëåòíîãî ìåõàíèçìà èç äåòàëüíîãî, êîòîðûé îïèñûâàåò òå
æå ñâîéñòâà è ïîâåäåíèå ïðîöåññà ãîðåíèÿ ïðîïàíà â ñëåäóþùåì äèàïàçîíå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé:

• Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà: 1200 � 2000K
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• Íà÷àëüíîå äàâëåíèå: 8 áàð

• Ñòåõèîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïðîïàí/êèñëîðîä ϕ = 2

ðåøàåì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Èäåíòèôèöèðîâàòü è óäàëèòü íåíóæíûå âåùåñòâà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà DRG(Direct
Relation Graph � ãðàô ïðÿìûõ ñâÿçåé)[4].

• Èäåíòèôèöèðîâàòü è óäàëèòü íåíóæíûå ðåàêöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà CSP(Calculation
Singular Perturbation � âû÷èñëåíèå ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé)[4].

• Èäåíòèôèöèðîâàòü è óäàëèòü äîïîëíèòåëüíûå íåíóæíûå âåùåñòâà è ðåàêöèè ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà DSA(Direct Sensitive Analysis � ïðÿìîé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíî-
ñòè)[5].

Èñïîëüçîâàííûå ìåòîäû ñ÷èòàþòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè è ïðîñòûìè ïîäõîäàìè[5].
Ïðè ïîëó÷åíèè óïðîùåííîãî ìåõàíèçìà ïî ðàçíûìè ìåòîäàìè èñïîëüçóåòñÿ îäíà è òà æå
ïðîöåäóðà. Àëãîðèòì ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ê êàæäîé ðåàêöèè ÷èñëî (âåùåñòâó â ñëó÷àå
DRG è ðåàêöèþ â ñëó÷àå CSP ) � èíäåêñ âàæíîñòè. Äëÿ DRG è CSP èíäåêñ âàæíîñòè
íîðìèðîâàí è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò íóëÿ äî åäèíèöû. Äëÿ ìåòîäà DSA îí íå íîðìèðî-
âàí, ïðèíèìàåò ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèå, è ÷åì áîëüøå ýòî ÷èñëî, òåì âàæíåå
ðåàêöèÿ(âåùåñòâà). Â óïðîùåííûé ìåõàíèçì âõîäÿò òîëüêî òå âåùåñòâà(ðåàêöèè), äëÿ
êîòîðûõ èíäåêñ âàæíîñòè âûøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. ×åðåç íåãî ìîæíî êîíòðîëèðî-
âàòü ÷èñëî âåùåñòâ è ðåàêöèé â óïðîùåííîì ìåõàíèçìå, è ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿòü íà
òî÷íîñòü îïèñàíèÿ ïðîöåññà óïðîùåííûì ìåõàíèçìîì. Ìåíÿÿ çíà÷åíèå ïîðîãîâîãî èí-
äåêñà ìîæíî óïðàâëÿòü ñòåïåíüþ óïðîùåíèÿ ìåõàíèçìà è ïîëó÷àòü ìåõàíèçìû ðàçíûõ
ðàçìåðîâ è ðàçíîé òî÷íîñòè. Åñëè ïîðîãîâûé èíäåêñ ñëèøêîì ìàë, íå óäàåòñÿ óïðîñòèòü
ìåõàíèçì � èç íåãî ïðîñòî íè÷åãî íå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî. Åñëè ïîðîãîâûé èíäåêñ
ñëèøêîì âåëèê, òî â ìåõàíèçìå íå îñòàíåòñÿ ïóòåé ïðåâðàùåíèÿ ðåàãåíòîâ â ïðîäóêòû
è õèìè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîñòî ïåðåñòàíåò èäòè. Ïîýòîìó óïðîùåíèå ìåõàíèçìà îòäåëüíî
âçÿòûì ìåòîäîì ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîðîãîâîãî èíäåêñà,
ïðè êîòîðîì ìåõàíèçì óìåíüøåí íàñòîëüêî, ÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïîðîãîâîãî èí-
äåêñà ïðèâåäåò ê ñëèøêîì áîëüøîé ïîãðåøíîñòè. Ðàçìåðû ìåõàíèçìîâ, ïîëó÷åííûõ
ðàçíûìè ìåòîäàìè ïðè íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1500 Ê è äàâëåíèè 8 áàð ïðèâåäåíû â
òàáëèöå 1.

4. Ðåçóëüòàòû

Ïîñëå ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äåòàëüíîãî è ðåäóöèðîâàííîãî (ïîñëå ìåòîäà DRG)
ìåõàíèçìîâ, ìîæíî óâèäåòü çàâèñèìîñòü âðåìåíè èíäóêöèè îò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû
íà ðèñóíêå 2 è èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè ïðè çàäàííîé âõîäíîé òåìïåðàòóðå
íà ðèñóíîê 3, è íàäî îòìåòèòü, ÷òî íà ãðàôèêå ëèíèè âïîëíå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò ïîëó-
÷åííûì ðåäóöèðîâàííûì ìåõàíèçìîì ìîæíî èññëåäîâàòü ãîðåíèå ïðîïàíà ñ êèñëîðîäîì
êàê â äåòàëüíîì ìåõàíèçìå.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà DRG â ìåõàíèçìå îñòàëîñü 33 âåùåñòâà è 210 ðåàêöèè.
Ýòîò ìåõàíèçì äàëüøå îïòèìèçèðóåì ìåòîäîì CSP(Ðèñóíîê 4 è 5).
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Ðèñóíîê 2 � Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èíäóêöèè îò âõîäíîé òåìïåðàòóðû

Ðèñóíîê 3 � Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè ïðè çàäàííîé âõîäíîé òåìïåðàòóðå

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåäóöèðîâàíèÿ CSP â ìåõàíèçìå îñòàëîñü 33 âåùåñòâà è
185 ðåàêöèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå îïòèìèçèðîâàííîãî ìåõàíèçìà â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü
ïðèìåíÿåì ìåòîä DSA(ðèñóíîê 6 è 7).

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà DSA ïîëó÷èëè ñêåëåòíûé ìåõàíèçì ãîðåíèÿ ïðîïàíà â
êèñëîðîäå. Çäåñü ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè è ïóíêòèðíîé
ëèíèåé îáîçíà÷åíû èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âðåìåíè ïîñëå ìåòîäà DSA.

Â ãðàôèêå çàìåòíî íåñîâïàäåíèå ëèíèè ñ ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Ýòî èç � çà óïðîùåíèÿ
ìåõàíèçìà. Íåñîâïàäåíèå ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî óïðîùåíà äåòàëüíûé ìåõàíèçì.

Ïîëó÷åííûé ïîñëå ðåäóöèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêèé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé èç 33 âåùåñòâ
è 138 ðåàêöèé(èç íèõ 9 íåîáðàòèìûå è 129 îáðàòèìûå) áóäåò íàçûâàòüñÿ äàëåå ñêåëåò-
íûì. Äàííûé ìåõàíèçì îïèñûâàåò êèíåòèêó ãîðåíèÿ ïðîïàíà è îáðàçîâàíèÿ çàãðÿç-
íÿþùèõ âåùåñòâ ïðè òåìïåðàòóðàõ 1200-2000 Ê, ñòåõèîìåòðè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ïðî-
ïàí/êèñëîðîä (ϕ = 2) è äàâëåíèè äî 8 áàð.

Ñêåëåòíûé ìåõàíèçì ãîðåíèÿ ïðîïàíà ÿâëÿåòñÿ åùå äîâîëüíî áîëüøèì. Ïîýòîìó äëÿ
ðåäóöèðîâàíèÿ ñêåëåòíîãî ìåõàíèçìà èñïîëüçóåì ýêñïåðòíûé àíàëèç.
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Ðèñóíîê 4 � Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èíäóêöèè îò âõîäíîé òåìïåðàòóðû

Ðèñóíîê 5 � Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè ïðè çàäàííîé âõîäíîé òåìïåðàòóðå

Òàáëèöà 1. � Ðàçìåðû ìåõàíèçìîâ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ðåäóöèðîâàíèÿ ðåàêöèé ñòåõèîìåòðè÷åñêîãî

ãîðåíèÿ ïðîïàíà â êèñëîðîäå(ϕ = 2) ñ íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé 1500 Ê ïðè äàâëåíèè 8 áàð.

Ìåõàíèçì Âåùåñòâà Ðåàêöèé
Äåòàëüíûé 53 325

DRG 33 210
CSP 33 185
DSA 33 138

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì äèàãðàììó ïóòåé ðåàêöèé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ãîðåíèÿ
ïðîïàíà ïðè íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1500 Ê è äàâëåíèè 8 áàð[6]. Ïî ýòîé äèàãðàììå
áûëè îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïóòè ãèáåëè èñõîäíûõ âåùåñòâ è îáðàçîâàíèÿ ïðîäóêòîâ.
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Ðèñóíîê 6 � Çàâèñèìîñòü âðåìåíè èíäóêöèè îò âõîäíîé òåìïåðàòóðû

Ðèñóíîê 7 � Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ïî âðåìåíè ïðè çàäàííîé âõîäíîé òåìïåðàòóðå

Íà ðèñóíêå 9 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîïàí â îñíîâíîì ðàçëàãàåòñÿ íà ðåàãåíòû
C3H7, C2H5, CH3, CH4 è ñ ó÷àñòèåì êèñëîðîäà ïîÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìíîãî ðàçíûõ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Ðàññìîòðèì èç äèàãðàììû îäèí ïóòü ðàçëîæåíèÿ ïðîïàíà:

C3H8 → C3H7 → C2H4 → C2H3 → C2H2 → CO → CO2

Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïðîìåæóòî÷íûå ñòàäèè èç ìåõàíèçìà, íàäî îïðå-
äåëèòü, â êàêèõ ãëàâíûõ ðåàêöèÿõ îáðàçóåòñÿ ðàäèêàë C3H7. Íà ðèñóíêå 9 âèäíî ÷òî
îñíîâíàÿ ðåàêöèÿ ãèáåëè ïðîïàíà â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè, ýòî

C3H8 +H => C3H7 +H2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ è äðóãèå ðåàêöèè èç öåïè ðàçëîæåíèè ïðîïàíà,
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Ðèñóíîê 8 � Ïîâåäåíèå îñíîâíûõ êîíöåíòðàöèé à) è òåìïåðàòóðû á) â ïðîöåññå ãîðåíèÿ ñìåñè

ïðîïàí � êèëîðîä (C3H8 : O2 = 2:1), ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì GRI-3.0 ìåõàíèçìà(æèðíûé

øðèôò è ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñ òî÷êàìè) è ðåäóöèðîâàííîãî ìåõàíèçìà â ïðîöåññå ãîðåíèÿ ïðîïàíà

ðåàêöèè äëÿ äàâëåíèÿ 8 áàð. è íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1500 Ê.

Ðèñóíîê 9 � Äèàãðàììà ïóòåé ðåàêöèé ãèáåëè èñõîäíûõ âåùåñòâ â ìîìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå

ãîðåíèÿ ïðîïàíà ïðè äàâëåíèè 8 áàð è íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1500 Ê.

C3H7 => C2H4 + CH3

C2H4 +OH => C2H3 +H2O
C2H3 +H => C2H2 +H2

C2H2 +O => CO + CH2

CO +O => CO2

êîòîðûå äàþò îäíó ãëîáàëüíóþ ðåàêöèþ, îïèñûâàþùóþ âñþ ýòó öåïü:

C3H8 +O2 +OH => CO2 +H2O + CH2 +H2 + CH3

Ïî èñòå÷åíèþ âðåìåíè ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âåùåñòâà è íåêîòîðûå èç íèõ îáúåäè-
íÿåòñÿ â îäíî âåùåñòâî. Âñå ýòè ðåàêöèé ïðîõîäÿò â òå÷åíèå íåêîòîðîé ìèëëè/ìèêðî
ñåêóíäû è ó ýòèõ ðåàêöèÿõ ñêîðîñòü ïðîõîæäåíèÿ î÷åíü âûñîêàÿ. Íà ðèñóíêå 10 íàáëþ-
äàåòñÿ ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ ìîíîîêñèäà óãëåðîäà ïî âðåìåíè. Ñàìàÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü
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Ðèñóíîê 10 � Ñêîðîñòè ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ ãàçà â ïðîöåññå ãîðåíèÿ ïðîïàíà ïðè äàâëåíèè 8 áàð è

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1500 Ê.

Ðèñóíîê 11 � Ñêîðîñòè ðåàêöèè ðàçëîæåíèå ïðîïàíà â ïðîöåññå ãîðåíèÿ ïðè äàâëåíèè 8 áàð è

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå 1300 Ê.

íàáëþäàåòñÿ â ðåàêöèè HCO + O2 <=> HO2 + CO è âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ýòîé ðåàê-
öèè ñàìîå áîëüøîå. Íà ðèñóíêå 11 ïîêàçàíà ñêîðîñòü ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ïðîïàíà ïî
âðåìåíè è ïî òåìïåðàòóðå. Ïî èñòå÷åíèþ âðåìåíè ñêîðîñòü ðåàêöèè çàìåäëÿåòñÿ è ñî-
îòâåòñòâåííî êîíöåíòðàöèÿ ìîíîîêñèäà óãëåðîäà óìåíüøàåòñÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãîðåíèÿ ïðîïàíî - êèñëîðîäíûõ ñìåñåé ðàçðàáîòàí ðåäóöèðîâàí-
íûé ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü ãîðåíèå ïðîïàíà â áîãàòûõ ñìåñÿõ ïðè äàâëåíèè
8 áàð. Åùå îäíèì äîñòîèíñòâîì ðàçðàáîòàííîãî ìåõàíèçìà ÿâëÿåòñÿ åãî ñïîñîáíîñòü
ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàòü òàêèå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, êàê âðåìÿ çàäåðæêè
âîñïëàìåíåíèÿ è ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàìèíàðíîãî ïëàìåíè äëÿ ñìåñåé ëåãêèõ
óãëåâîäîðîäîâ è äëÿ ñìåñè ïðîïèëåíà ñ êèñëîðîäîì. Íà îñíîâå àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíî-
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ñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòåïåíü âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåàêöèé íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ëàìèíàðíîãî ïëàìåíè ïðîïàíî - êèñëîðîäíîé ñìåñè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åå ñîñòàâà.
Áûëè ïîêàçàíû îñíîâíûå ïóòè ðàçëîæåíèÿ ïðîïàíà ÷åðåç äèàãðàììó ïóòåé ðåàêöèè.
Áûëè îïðåäåëåíû ñêîðîñòè ðåàêöèé îáðàçîâàíèÿ CO è CO2.
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íºòèæåñi áàÿíäàëàäû.
Òåîðèÿëû© æºíå òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåð æ³ðãiçóäi­ ìà©ñàòû ãèäðîòóðáèíàíû­ ýëåêòð ©óà-
òûí °íäiðóií àðòòûðó áîëûï òàáûëàäû.
Òåîðèÿëû© çåðòòåóëåð íºòèæåñiíäå ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíäà îðíàëàñòûðûëàòûí ©àëà©øà-
ëàðäû­ ñàíû åñåïòåëiíäi. �àëà©øàëàðäû­ ñàíûíà áàéëàíûñòû ©àëà©øàëàðäû­ ©àëû­äû©òà-
ðû àíû©òàëûíäû.Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíäà îðíàëàñòûðûëàòûí ©àëà©øàëàðäû­ ºð ò³ðëi ïi-
øiíäåði COMSOLMultiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà ñàëûíûï, ñîëàðäû­ iøiíäåãi å­ òèiìäiñi àíû-
©òàëûíäû. Òèiìäi äåï òà­äàë¡àí ©àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøûíà ñºéêåñ îíû­ áîéûíäà¡û
ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi, ñóäû­ ©àëà©øà¡à ò³ñiðåòií ©ûñûìû çåðòòåëiíäi.Çåðòòåó
íºòèæåñiíäå å­ òèiìäi äåï ñàíàëàòûí ©àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû àíû©òàëäû, ñó ©àëà©-
øàíû à¡ûï °òêåí êåçiíäå ©´éûí æºíå êàâèòàöèÿ ïðîöåññi ïàéäà áîëàòûíäû¡ûíà ê°ç æåò-
êiçiëäi. Åñåï ñû¡ûëìàéòûí ñ´éû©òû©òàð¡à àðíàë¡àí Íàâüå-Ñòîêñ òå­äåóiíå Direct Numerical
Simulation (DNS) ºäiñi ©îëäàíûëûï COMSOL Multiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà øû¡àðûëäû.
Òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåð àêàäåìèê Ø.Ø. Øîêèí àòûíäà¡û Êàç�Ç ýíåðãåòèêà èíñòèòó-
òûíû­ ãèäðîòåõíèêàëû© ©´ðûëûñòàð ìåíñó ýëåêòð ñòàíöèÿñû çåðòõàíàñûíäà æ³ðãiçië-
äi.Òºæiðèáåëiê çåðòòåóäå ñóäû­ øû¡ûíûíû­ °çãåðiñiíå áàéëàíûñòû ãèäðîòóðáèíà ðîòîðû-
íû­ ìèíóòûíà ©àíøà àéíàëûì æàñàéòûíû æºíå ©àíøà ýëåêòð ©óàòûí °íäiðåòiíi çåðòòåëäi.
Ò³éií ñ°çäåð: ©àéòà æà­àðàòûí ýíåðãèÿ ê°çäåði, ãèäðîòóðáèíà, ©àëà©øà, ðîòîð, á°ãåòñiç
ÃÝÑ, ãåíåðàòîð, COMSOL Multiphysics.

M.B. Koshumbaev, D.E. Turalina, D.Zh. Bossinov
Theoretical and experimental investigations to de�ne optimal parameters of straight-�ow

turbine for damless hydro power station

In the article there are theoretical and experimental investigations presented with regards to
determination of optimal parameters of straight-�ow turbine for damless hydro power stations.The
goal for conducting theoretical and experimental investigations is to increase electric power of hydro
turbines.Upon the results of the theoretical research, the amount of blades located in the rotor of
the hydro turbine was calculated. The measures of blade thickness were undertaken depending on
their overall number.To de�ne the most optimal pro�le (shape), di�erent blade pro�les located in
the rotor of the hydro turbine were preliminarily put into the COMSOL Multiphysics software.
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Regarding the blade de�ned as the most optimal in accordance with its angle of location,
calculations of inner �own water velocity changes along with water pressures experienced by the
blade were produced.As a result of the research outcomes, the most optimal angle for blade location
was calculated, it was possible to observe the processes of vortex and cavitation during water �ows
through the blade. The calculations with regards to incompressible liquids were measured with
the help of COMSOL Multiphysics software through application of Direct Numerical Simulation
(DNS) method on the base of Navier-Stokes equation. The experimental investigations were
conducted in the Laboratory of Hydro Power Stations and Hydro Power Constructions within
the Kazakh Scienti�c Research Institute of Energy named after Sh. Chokin. In the framework
of the experimental investigations there were de�ned a number of revolutions per minute with
regards to the rotor of the hydro turbine depending on changes of water withdrawals as well as
the amount of electric power generation.
Key words:renewable energy sources (renewables), hydro turbine, blade, rotor, hydro power
station, generator, COMSOL Multiphysics.

Ì.Á. Êîøóìáàåâ, Ä.Å. Òóðàëèíà, Ä.Æ. Áîñèíîâ
Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûõ

ïàðàìåòðîâ ïðÿìîòî÷íîé ãèäðîòóðáèíû äëÿ áåçïëîòèííîé ÃÝÑ

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé ïî îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïðÿìîòî÷íîé ãèäðîòóðáèíû äëÿ áåçïëîòèííîé
ÃÝÑ. Öåëüþ ïðîâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîâû-
øåíèå ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè ãèäðîòóðáèíû.Ïî ðåçóëüòàòàì òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
áûëî îïðåäåëåíî îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëîïàñòåé, ðàñïîëîãàåìûõ â ðîòîðå ãèäðîòóðáèíû.
Â çàâèñèìîñòè îò èõ êîëè÷åñòâà áûëà íàéäåíà òîëùèíà ëîïàñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå
îïòèìàëüíîãî âàðèàíòà, ðàçëè÷íûå ïðîôèëè ëîïàñòåé, ðàñïîëîãàåìûõ â ðîòîðå ãèäðîòóðáè-
íû, áûëè ïðåäâàðèòåëüíî ñïðîåêòèðîâàíû (ïîñòðîåíû) â ïðîãðàììå COMSOL Multiphysics.
Â îòíîøåíèå ëîïàñòè, îïðåäåëåííîé â êà÷åñòâå íàèáîëåå îïòèìàëüíîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ åå
óãëîì ðàñïîëîæåíèÿ áûëè èññëåäîâàíû èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè âîäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåå, à
òàê æå äàâëåíèå âîäû, îêàçûâàåìîå íà ëîïàñòü.Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ áûë ðàññ÷èòàí
ñàìûé îïòèìàëüíûé óãîë ðàñïîëîæåíèÿ ëîïàñòè, íàáëþäàëîñü îáðàçîâàíèÿ âèõðÿ è êàâèòà-
öèîíîãî ïðîöåññà âî âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ âîäû ÷åðåç ëîïàñòü. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ
ïðîãðàììû COMSOL Multiphysics äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìûõ æèäêî-
ñòåé ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Direct Numerical Simulation (DNS).
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â ëàáîðàòîðèè ãèäðîýëåêòðîñòàíöèé è ãèäðî-
ýëåêòðè÷åñêèõ ñîîðóæåíèé ÊàçÍÈÈ Ýíåðòåòèêè èìåíè àêàäåìèêà Ø.×.×îêèíà. Â ðàìêàõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé áûëè îïðåäåëåíû êîëè÷åñòâî îáîðîòîâ â ìèíóòó ðîòîðà
ãèäðîòóðáèíû â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ðàñõîäîâ âîäû, à òàê æå êîëè÷åñòâî âûðàáîòêè
ýëåêòðè÷åñêîé ìîùíîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîçîáíîâëÿåìûå èñòî÷íèêè ýíåðãèè, ãèäðîòóðáèíà, ëîïàñòü, ðîòîð, áåç-
ïëîòèííàÿ ÃÝÑ, ãåíåðàòîð, COMSOL Multiphysics.

Ýëåêòð ýíåðãèÿñûí °íäiðóäi­ ©´íûí ò°ìåíäåòó ©àçiðãi òà­äà íåãiçãi ìºñåëåëåðäi­
áiði áîëûï òàáûëàäû. Ýëåêòð ýíåðãèÿñûí àëàòûí äºñò³ðëi æûëó ñòàíöèÿëàðûíäà ©îë-
äàíûëàòûí ©àòòû, ñ´éû© æºíå ãàç òºðiçäåñ îòûíäàðäû­ áà¡àñû ê³ííåí ê³íãå àðòóûìåí
©îñà, îíû­ ©îðøà¡àí îðòà¡à çèÿíû äà ê°ï áîëûï îòûð. Á´ë ñòàíöèÿëàðäû­ ýêîëîãèÿëû©
©àóiïñiçäiãií ©àìòàìàñûç åòó ³øií ³ëêåí ©àðæû æ´ìñàëóûìåí ©îñà, ê³òêåí òèiìäiëiê-
òi àëûï êåëìåéäi. Ñîíäû©òàí äà ©àéòà æà­àðàòûí ýíåðãèÿ ê°çäåðií ©îëäàí¡àí òèiìäi
áîëàäû [4]. Ñîíû­ áiði 1 ñóðåòòåãi á°ãåòñiç ÃÝÑ-òåðäåí ýëåêòð ©óàòûí °íäiðåòií ãèäðî-
òóðáèíà áîëûï êåëåäi [7]. Îñû ãèäðîòóðáèíàíû­ íåãiçi á°ëøåãiíi­ áiði ©àëà©øà áîëûï
òàáûëàäû. �àëà©øà ïiøiíiíi­ å­ òèiìäiñií áåðãåí æà¡äàéäà, ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­
àéíàëûìû àðòûï, îë °ç êåçåãiíäå ãåíåðàòîð îðàìûíäà ýëåêòð ©óàòûíû­ °íäiðiëóií àðò-
òûðàäû. �ð ò³ðëi ©àëà©øàëàðäû­ ïiøiíäåði COMSOL Multiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà
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ñàëûíäû. Å­ òèiìäi äåï òà­äàë¡àí ©àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 00, 300, 450 áîë¡àí êåç-
äåãi ñóäû­ æûëäàìäû¡û ìåí ©ûñûì ýïþðàñûíû­ °çãåðiñòåðiíå áàéëàíûñòû ãðàôèêòåð
àëûíäû. Ñî¡àí ñºéêåñ ©àëà©øàíû­ å­ òèiìäi îðíàëàñó á´ðûøû àíû©òàëäû. Ñîíûìåí
©îñà á´ë ìà©àëàäà ©àëà©øàëàðäû­ ñàíûíà áàéëàíûñòû ©àëà©øà ©àëû­äû¡û àíû©òàë-
äû. �àðàñòûðûë¡àí ©àëà©øàëàðäû­ iøiíäåãi å­ òèiìäi äåï ñàíàë¡àí ©àëà©øà ïiøiíi
ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíà îðíàëàñòûðûëäû. Ñî¡àí áàéëàíûñòû ãèäðîòóðáèíàäà òºæiðè-
áåëiê çåðòòåóëåð àêàäåìèê Ø.Ø. Øîêèí àòûíäà¡û Êàç�Ç ýíåðãåòèêà èíñòèòóòûíû­
ãèäðîòåõíèêàëû© ©´ðûëûñòàð ìåí ñó ýëåêòð ñòàíöèÿñû çåðòõàíàñûíäà æ³ðãiçiëäi.

Ãèäðîòóðáèíà ò³ñiíiãi

Ãèäðîòóðáèíà - á´ë °çiíå àëûï êåëåòií à¡ûííû­ ýíåðãèÿñûí ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûí-
äà¡û ìåõàíèêàëû© ýíåðãèÿ¡à ò³ðëåíäiðåòií ãèäðàâëèêàëû© ©îç¡àëò©ûø. Ðîòîð àð©û-
ëû á´ë ©îç¡àëò©ûø ãèäðîãåíåðàòîð¡à æàë¡àíàäû æºíå îëàð ãèäðîàãðåãàò ©´ðàéäû [7].
Îñûëàéøà, ãèäðàâëèêàëû© ýíåðãèÿ ãèäðîòóðáèíàäà ìåõàíèêàëû© ýíåðãèÿ¡à æºíå îäàí
êåéií ãèäðîãåíåðàòîðäà ýëåêòð ýíåðãèÿñûíà ò³ðëåíåäi [1]. Áiç ©àðàñòûðûï îòûð¡àí á°-
ãåòñiç ÃÝÑ-òåðäå ©îëäàíûëàòûí áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñû 1 ñóðåòòå ê°ðñåòië-
ãåí.

1 ñóðåò � Áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñûíû­ æàëïû ò³ði

Áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñûíû­ ñûçáàñû ìåí A − A æºíå B − B ©èìàëàðû 2
ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí.
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2 ñóðåò � Áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñûíû­ ñûçáàñû

Ãèäðîòóðáèíà êåëåñi ò³ðäå æ´ìûñ àò©àðàäû. Ñóäû­ à¡ûíû 1 ñó òàðàò©ûøòàí ©îç¡àëà
îòûðûï, 2 ©´éûíäàò©ûø©à êiðiï, 13 ðîòîðäû àéíàëà à¡àäû. Ñóäû­ à¡ûíû 5 ©àëà©øà-
ëàð¡à ºñåð åòiï, ñàëüíèãi áàð 6, 9 ïîäøèïíèêòåðãå áåêiòiëãåí ðîòîðäû °çiíi­ 14 áiëi-
ãi áîéûíäà àéíàëäûðàäû. Ðîòîðäû­ àéíàëûìû 7 ìàãíèòòåðäi ©îç¡àëûñ©à êåëòiðóiíi­
àð©àñûíäà, 8 ãåíåðàòîð îðàìûíäà ýëåêòð òî¡ûí òóäûðàäû. Ãèäðîòóðáèíàíû à¡ûï °òêåí
12 ñó áà¡ûòòàóûø©à áàðàäû (2 ñóðåò). Ãèäðîàãðåãàò 1 ñó òàðàò©ûøòàí, à¡ûí îðòàñûí
2 ©´éûíäàò©ûøòàí, 3 ê°ëäåíå­ öèëèíäðëi ©àïòàìàäàí, 4 äèôôóçîðëû-êîíôóçîðëû©
êîðïóñòû­ êåñêií ³éëåñiìíåí, 5 ©àëà©øàëàðäàí, ñàëüíèãi áàð 6, 9 ïîäøèïíèêòåðäåí, 7
ìàãíèòòåðäåí, 8 ãåíåðàòîð îðàìûíàí, 10 êàâèòàöèÿíû àçàéò©ûø ©´ðûë¡ûäàí, 11 ïîä-
øèïíèêòåðäi áåêiòêiøòåí, 12 ñó áà¡ûòòàóûøòàí, 13 ðîòîðäàí, ðîòîðäûí àéíàëó 14 áiëi-
ãiíåí ò´ðàäû [7].

Ìàòåìàòèêàëû© ìîäåëi

�àëà©øà áîéûíäà¡û ñóäû­ æûëäàìäû¡û ìåí ©ûñûì ýïþðàñûíû­ °çãåðiñi COMSOL
Multiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà¡û ñû¡ûëìàéòûí ñ´éû©©à àðíàë¡àí Íàâüå-Ñòîêñ òå­äå-
óiíå Direct Numerical Simulation (DNS) ºäiñi ©îëäàíûëûï øû¡àðûëäû [2]. Ñû¡ûëìàéòûí
ñ´éû©©à àðíàë¡àí Íàâüå-Ñòîêñ òå­äåóëåð æ³éåñi ©îç¡àëûñ æºíå ³çiëiññiçäiê òå­äåóëåði-
íåí ò´ðàäû [2, 3, 5]:

ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u = ∇ · [−pI+ µ(∇u+ (∇u)T )] + F

ρ∇ · u = 0

�çiëiññiçäiê òå­äåói � ìàññàíû­ ñà©òàëó çà­ûíà, àë ©îç¡àëûñ òå­äåói � èìïóëüñòi­ ñà©òà-
ëó çà­ûíà íåãiçäåëãåí [5]. Åñåïòi COMSOL Multiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà øû¡àðóáàðû-
ñûíäà ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíäàîðíàëàñ©àí ©àëà©øà á°ëiãi òà­äàï àëûíäû (3 ñóðåò).
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3 ñóðåò � Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíäà îðíàëàñ©àí ©àëà©øà á°ëiãi

COMSOL Multiphysics áà¡äàðëàìàñûíäà åñåïòi ñàíäû© ò³ðäå øû¡àðó ³øií åêi °ëøåìäi
àóäàí¡à ©àëà©øà ñàëûíäû (4 ñóðåò).

4 ñóðåò � Åñåï øû¡àðûëàòûí àóäàí

Inlet: u = u0

Outlet: [−pI+ µ(∇u+ (∇u)T )]n = −p̂0n, p̂0 ≤ p0
Periodic �ow condition: usource = udest, psource = pdest Wall: u = 0 Ñóäû­ ©´áûð

àð©ûëû ãèäðîòóðáèíà¡à êiðå áåðiñ á°ëiãiíäå áà¡ûòòàóûøòàð îðíàëàñ©àí, ñîë àð©ûëû
ñóäû­ à¡ûñû ©àëà©øà¡à 450 � ïåí áà¡ûòòàëàäû. Ñî¡àí ñºéêåñ ñóäû­ áàñòàï©û æûëäàì-
äû© °ðiñií x æºíå y áà¡ûòûíäà 1 ì/ñ äåï áåðäiê. Øåêàðàëû© øàðòòàð¡à Periodic Flow
Condition áåðãåí ñåáåáiìiç ©àðàñòûðûëûï îòûð¡àí ©àëà©øà¡à ò°ìåíãi æºíå æî¡àðûäà
îðíàëàñ©àí ©àëà©øàëàð áîéûíäà¡û ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi ºñåð åòåäi. Åñåï
øû¡àðûëàòûí àóäàíäà¡û òîðäû­ æèiëiãi 5 ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí.
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5 ñóðåò � �àëà©øà ïiøiíi áîéûíäà¡û òîðäû­ ñûçáàñû

Åñåï øû¡àðûëàòûí òiêò°ðòá´ðûøòû­ áèiêòiãi 30 ìì, àë ´çûíäû¡û 50 ìì äåï àëûí-
äû. �àëà©øàíû­ ´çûíäû¡ûí 25 ìì äåï áåðiëäi. Åñåïòi óà©ûò©à òºóåëäi äåï, àðàäàí
20 ñ °òêåí êåçäåãi ñóäû­ æûëäàìäû¡û ìåí ©ûñûìíû­ °çãåðiñiíi­ ãðàôèãi ©àëà©øàíû­
îðíàëàñó á´ðûøû 00, 300, 450 áîë¡àí æà¡äàéûíäà åñåïòåëiíäi (6-11 ñóðåòòåð). Ì´íäà
©ûçûë ò³ñòi áà¡ûò ê°ðñåòêiøòåð (ñòðåëêàëàð) àð©ûëû ñó à¡ûñûíû­ áà¡ûòû áåéíåëåí-
äi. Ñó æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi ©àíû© ê°ê ò³ñòåí ©àíû© ©ûçûë ò³ñ àðàëû¡ûíäà °çãåðói
ñóðåòòi­ î­ æà© áà¡àíûíäà ê°ðñåòiëãåí. Ñóäû­ ò³ñi ©àíû© ê°ê áîë¡àí æà¡äàéäà ©´éûí
ìåí êàâèòàöèÿ ïðîöåññií ê°ðñåòåäi, àë ©àíû© ©ûçûë áîë¡àí æà¡äàéäà æûëäàìäû©òû­
áàðûíøà àðò©àíûí ñèïàòòàéäû. �ûñûìíû­ òàðàëóûíà êåëñåê, ñóäû­ ò³ñi ©àíû© ê°êòåí
©àíû© ©ûçûë¡à °çãåðãåí êåçäå ©ûñûì áàðûíøà æî¡àð¡û ìºíãå èå áîëàäû.

�àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 00 áîë¡àí æà¡äàé

�àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 00 áîë¡àí êåçäåãi ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi
ìåí ©àëà©øà áîéûíäà¡û ©ûñûìíû­ òàðàëóû 6, 7 ñóðåòòåðäå ê°ðñåòiëãåí. Ñóäû­ ©à-
ëà©øàíû à¡ûï °òêåí êåçiíäå ïàéäà áîë¡àí ©´éûí ìåí êàâèòàöèÿ ïðîöåññiíi­ àç åêåíi
áàé©àëàäû. Ñóäû­ æûëäàìäû¡û 1 ì/ñ-òàí 1.78 ì/ñ-©à äåéií àðòòû. �ûñûìíû­ ©àëà©-
øà áîéûíäà òàðàëóû 196-197 êÏà àðàëû¡ûíäà áîëäû.

�àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 300 áîë¡àí æà¡äàé

�àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøûí 300 äåï àë¡àí êåçäåãi ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ ©îç¡à-
ëûñû 8 ñóðåòòå áåéíåëåíãåí. Ñóäû­ ©àëà©øàíû à¡ûï °òêåí êåçiíäå ©´éûí ìåí êàâèòà-
öèÿ ïðîöåññií àðò©àíû­ ê°ðåìiç. Îë °ç êåçåãiíäå ãèäðîòóðáèíà äà äiðiëäi àðòòûðûï,
©àëà©øàíû­ òîçóûíà àëûï êåëåäi [6]. �àëà©øàíû­ á´ðûøû 300 áîë¡àí æà¡äàéäà¡û
©ûñûìíû­ òàðàëóû 9 ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí. Á´ë ñóðåòòå ©ûñûìíû­ å­ æî¡àð¡û øåãi 199
êèëîïàñêàëü¡à äåéií æåòêåíi áàé©àëàäû.

�àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 450 áîë¡àí æà¡äàé
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6 ñóðåò � Ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi 7 ñóðåò � �ûñûìíû­ òàðàëóû

8 ñóðåò � Ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi 9 ñóðåò � �ûñûìíû­ òàðàëóû

�àëà©øàíû­ á´ðûøûí 450 äåï ©àðàñòûð¡àí êåçäåãi ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ ©îç¡à-
ëûñû 10 ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí. Á´ë ñóðåòòå ©àëà©øà áîéûíäà¡û ©´éûí ìåí êàâèòàöèÿ
ïðîöåññiíi­ ìàêñèìàëäû øåãiíå æåòêåíi áåéíåëåíãåí. Îë °ç êåçåãiíäå ãèäðîòóðáèíàíû­
æ´ìûñ iñòåóiíå êåði ºñåðií òèãiçåäi [6]. Ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi 2.71 ì/ñ-©à äåéií
àðò©àíû ê°ðñåòiëãåí. Ñóäû­ æûëäàìäû¡û ©àëà©øà áîéûíäà ò´ðà©ñûç åêåíiíå áàé©à-
ëàäû. �àëà©øàíûíû­ á´ðûøûí 450 äåï áåðãåí êåçäåãi ©ûñûìíû­ òàðàëóû 11 ñóðåòòå
ê°ðñåòiëãåí. �ûñûìíû­ å­ æî¡àð¡û øåãi 200 êèëîïàñêàëü¡à äåéií æåòòi.

10 ñóðåò � Ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­ °çãåðiñi v11 ñóðåò � �ûñûìíû­ òàðàëóû

�àëà©øà áîéûíäà¡û ©ûñûìäàðäû­ òàðàëóû 196 -200 êÏà àðàëû¡ûíäà áîëäû. Ñà-
ëûñòûðìàëû ò³ðäå ©àëà©øà áîéûíà ò³ñåòií ©ûñûìäàð àéòàðëû©òàé °çãåðìåãåí ñî­,
©àëà©øàíû ê°òåðóøi ê³øòi­äå ºñåði àñà ©àòòû °çãåðìåéäi. �îðûòà êåëãåíäå, ©àðàñòû-

ISSN 1563�0285 KazNU Bulletin. Mathematics, Mechanics, Computer Science Series. �1(84). 2015



Á°ãåòñiç ÃÝÑ-òåðäå ©îëäàíûëàòûí . . . 103

ðûë¡àí ©àëà©øà á´ðûøòàðûíû­ iøiíåí 00 áîë¡àí æà¡äàé òèiìäi äåï òàáûëäû. �àëà©-
øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû 00 áîë¡àí æà¡äàéäà, ©àëà©øà áîéûíäà ©´éûí ìåí êàâèòàöèÿ
ïðîöåññi áàñ©à îðíàëàñó á´ðûøòàðû ìåí ñàëûñòûð¡àíäà ò°ìåí åêåíi áàé©àëäû. Ñîë ñå-
áåïòåí ©àëà©øàëàðäû­ êàâèòàöèÿ ïðîöåññiíåí çà©ûìäàíóû àçàÿäû. Ñî¡àí áàéëàíûñòû
ãèäðîòóðáèíàíû­ æ´ìûñ æàñàó óà©ûòû äà àðòàäû. �àëà©øà á´ðûøûíû­ 00 áîë¡àí
æà¡äàéû ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíà îðíàëàñòûðûëûï (12 ñóðåò), ñîë áîéûíøà ãèäðîòóð-
áèíàäà òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåð æ³ðãiçiëäi (1 êåñòå).

Êàëà©øà ©àëû­äû¡ûí àíû©òàó

�oðûòa aéòað áoëca©, ãèäðîòóðáèíà ©aëa©øaëaðûíû­ caíû aðò©aí caéûí ©aëa©øa
©aëû­äû¡û açaÿ ò³cåäi. Åãåð ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíäà 12 ©aëa©øa áoëaòûí áoëca, oíäa
©aëa©øaëað ©aëû­äû¡û 2,4 ìì áoëaäû. Aë åãåð 8 ©aëa©øà áoëca, oíäa ©aëa©øa ©aëû­-
äû¡û 2,5 ìì òå­, aë ©aëa©øa ñàíû 6 áoë¡àí æà¡äàéäà, oíäa ©aëa©øa ©aëû­äû¡û 2,8 ìì
áoëaäû åêåí. Ãèäðîòóðáèíà¡à 6 ©aëa©øa îðíàëàñòûðñà©, oíäa ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­
àéíàëûìû ìèíóòûíà 110-115 àéíàëûì àðàëû¡ûíäà áîëàäû. Åãåð 9 ©aëa©øa áoëca, oíäa
ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ àéíàëûìû ìèíóòûíà 155 àéíàëûì¡à äåéií àðòàäû. �àëà©øà
ñàíû 12 áîë¡àí æà¡äàéäà ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ àéíàëûìû 120-¡à äåéií ò°ìåíäåéäi.
�àëà©øà ñàíûí øåêñiç àðòòûð¡àí æà¡äàéäà, ãèäðîòóðáèíàäàí ñóäû­ à¡ûï °òói êåçií-
äå êåäåðãi òóûï, ðîòîðäû­ àéíàëûìûíà êåði ºñåðií òèãiçåäi. Á´äàí áàé©àéòûíûìûç �
©àëà©øà ñàíû 9 áîë¡àí æà¡äàé å­ òèiìäi áîëûï ñàíàëàäû. Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­
áîéûíäà¡û ©àëà©øàëàð 12 ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí.

12 ñóðåò � Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ áîéûíäû¡û ©àëà©øàëàðäû­ æàëïû ò³ði

Ãèäðîòóðáèíàäà òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåð æ³ðãiçó

Òºæiðèáåëiê ©îíäûð¡û ©´áûðäàí, ñó ©îéìàäàí, áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíà-
ñûíàí, ãåíåðàòîð îðàìûíàí, ñîð¡ûäàí, ñóäû­ àðûíû ìåí øû¡ûíû­ °çãåðòåòií iëìåêòi
àðìàòóðàäàí, ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ àéíàëûìûí åñåïòåéòií ìóëüòèìåòðäåí, ýëåêòð
òî¡ûíû­ ê³øií °ëøåéòií àìïåðìåòðäåí æºíå êåðíåóäi °ëøåéòií òåñòåð àñïàáòàðûíàí
ò´ðàäû. Òºæiðèáåëiê ©îíäûð¡û 13 ñóðåòòå ê°ðñåòiëãåí.
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13 ñóðåò � Çåðòòåó æ³ðãiçiï æàò©àí êåçäåãi òºæiðèáåëiê ©îíäûð¡û

Áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñûíäà æ³ðãiçiëãåí òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåðäi­ ©î-
ðûòûíäûñû 1 êåñòåäå ê°ðñåòiëãåí.

1 êåñòå � Ñóäû­ øû¡ûíûíà áàéëàíûñòû ãèäðîòóðáèíàíû­ ê°ðñåòêiøi

Ñóäû­ øû¡ûíûíû­ °çãåðiñiíå áàéëàíûñòû áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñûíû­
àéíàëûì ñàíû ìåí ©àíøà ýëåêòð ©óàòûí °íäiðåòiíi 14, 15 ñóðåòòåðäå ê°ðñåòiëãåí.

14 ñóðåò � Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ ñóäû­ øû¡ûíûíà áàéëàíûñòû àéíàëûìû
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15 ñóðåò � Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ àéíàëûìûíà áàéëàíûñòû ýëåêòð ©óàòûíû­ °íäiðiëói

Òºæiðèáåëiê çåðòòåó ê°ðñåòêåíäåé áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíàñû ñóäû­ øû¡û-
íûíû­ °çãåðiñiíi­ áàðëû© àó©ûìûíäà æ´ìûñ æàñàéäû. Ñîð¡û ñóäû ñó ©îéìàäàí ñîðûï,
©´áûð àð©ûëû ãèäðîòóðáèíà¡à áåðåäi. Ñóäû­ à¡ûñûíû­ àð©àñûíäà ãèäðîòóðáèíà ðî-
òîðû àéíàëûï, ãèäðîòóðáèíàäàí °òêåí ñó ©´áûð àð©ûëû ©àéòà ñó ©îéìà¡à áåðiëåäi.

�îðûòûíäû

Á´ë ìà©àëàäà á°ãåòñiç ÃÝÑ-òåðäå ©îëäàíûëàòûí áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáèíà-
ñûíû­ ýëåêòð ©óàòûí °íäiðóií àðòòûðó ìà©ñàòûíäà òåîðèÿëû© æºíå òºæiðèáåëiê çåðò-
òåóëåð æ³ðãiçiëäi. Òåîðèÿëû© çåðòòåóëåð íºòèæåñi áîéûíøà ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíà
îðíàëàñòûðûëàòûí ©àëà©øàëàðäû­ å­ òèiìäi ïiøiíi COMSOL Multiphysics áà¡äàðëà-
ìàñûíäà àíû©òàëûíäû. Òèiìäi äåï òà­äàë¡àí ©àëà©øàíû 00, 300, 450 àðàëû©òàðûíäà
°çãåðòå îòûðûï, îðíàëàñó á´ðûøûíà ñºéêåñ îíû­ áîéûíäà¡û ñóäû­ æûëäàìäû¡ûíû­
°çãåðiñi, ñóäû­ ©àëà©øà¡à ò³ñiðåòií ©ûñûìû çåðòòåëiíäi. Çåðòòåó íºòèæåñiíäå å­ òèiìäi
äåï ñàíàëàòûí ©àëà©øàíû­ îðíàëàñó á´ðûøû àíû©òàëäû, ñó ©àëà©øàíû à¡ûï °òêåí
êåçiíäå ©´éûí æºíå êàâèòàöèÿ ïðîöåññi ïàéäà áîëàòûíäû¡ûíà ê°ç æåòêiçiëäi. Ãèäðî-
òóðáèíà ðîòîðûíà îðíàëàñòûðûëàòûí ©àëà©øàëàðäû­ å­ òèiìäi ñàíû åñåïòåëiíiï, ñîë
áîéûíøà ©àëà©øàëàðäû­ ©àëû­äû©òàðû àíû©òàëäû. Áið áà¡ûòòà¡û à¡ûñ ãèäðîòóðáè-
íàñûíäà òºæiðèáåëiê çåðòòåóëåð àêàäåìèê Ø.Ø. Øîêèí àòûíäà¡û Êàç�Ç ýíåðãåòèêà
èíñòèòóòûíû­ ãèäðîòåõíèêàëû© ©´ðûëûñòàð ìåí ñó ýëåêòð ñòàíöèÿñû çåðòõàíàñûíäà
æ³ðãiçiëäi. Ñóäû­ øû¡ûíû­ iëìåêòi àðìàòóðà àð©ûëû °çãåðòå îòûðûï, ãèäðîòóðáèíà
ðîòîðûíû­ ìèíóòûíà ©àíøà àéíàëûì æàñàéòûíû ìóëüòèìåòð àñïàáûíû­ ê°ìåãiìåí
àíû©òàëäû. Ãèäðîòóðáèíà ðîòîðûíû­ ìèíóòòà¡û àéíàëûìû áîéûíøà ©àíøà ýëåêòð
©óàòûí °íäiðåòiíi Îì çà­û àð©ûëû åñåïòåëiíäi. Àëûí¡àí íºòèæåëåð áîéûíøà "Ãèäðî-
àãðåãàò" àòòû °íåðòàáûñ©à �àçà©ñòàí Ðåñïóáëèêàñûíû­ èííîâàöèÿëû© ïàòåíòií àëó¡à
àðíàë¡àí °òiíiì æàñàëäû [7].
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Àâòîìàòèçàöèÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ îäíîíàïðàâëåííûõ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàç-
ðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû: ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ýëåìåíòàðíûõ
ïîäîáëàñòåé; îáúåäèíåíèÿ ïîäîáëàñòåé; îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ôðîíòà è óïîðÿäî÷åíèÿ íî-
ìåðîâ óçëîâ íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîãî ôðîíòàëüíîãî ìåòîäà; ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; ôîðìèðîâàíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé
íà îñíîâå ïðèíöèïà ïîñòðî÷íîé ïîäãîòîâêè äàííûõ äëÿ êàæäîãî óçëà â îòäåëüíîñòè; ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì êâàäðàòíûõ êîðíåé ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íî-
ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ;îòîáðàæåíèÿ íà ýêðàíå ìîíèòîðà êàðòèíû
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Ðàçðàáîòàí èíñòðóìåíòà-
ðèé äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàíèÿ íîâûõ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðè-
àëîâ è êîíñòðóêöèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé
öåëè ðàçðàáîòàíû àâòîìàòèçèðîâàííûå ñèñòåìû: ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè îá-
ëàñòåé (ïðåïðîöåññîð); ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòîâ
(ïðîöåññîð); âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà (ïîñòïðîöåññîð). Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò:
ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõ êîìïîçèòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ è êîíñòðóêöèé; èññëåäîâàòü âëèÿíèå êîíñòðóêöèîííûõ îñîáåííîñòåé ìàòåðèàëà íà
ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè; ïðåäñòàâèòü ðåêîìåíäàöèè ïî ïîâûøåíèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè è
ñíèæåíèþ ìàòåðèàëîåìêîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Òåõíîëîãèÿ ðàñ÷åòà, âû÷èñëèòåëüíûå
àëãîðèòìû è ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò êîíöåï-
öèþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðóåìûõ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ
ìàòåðèàëîâ è ïðî÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà è ôóíêöèîíèðîâà-
íèå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà óïðó-
ãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, àëãîðèòì, ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò, âîëîêíèñòûé êîìïîçèò, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ïðî÷íîñòü. îëîêíè-
ñòûé êîìïîçèò, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ïðî÷íîñòü.

A.M.Polatov
Research automation of �brous composite materials elastic-plastic deformation

This paper describes the computer simulation of unidirectional �ber composite materials elastic-
plastic deformation. To this end, developed e�cient algorithms: formation of �nite element mesh
of elementary sub-areas; association sub- areas; determining the initial front and ordering numbers
of nodes based on a modi�ed front method; constructing the coe�cients of the sti�ness matrix of
�nite elements; forming resolving a system of equations on the basis of the progressive training
data for each node individually; solving systems of equations by method of square roots with
the symmetrically-band structure of the coe�cient matrix; display on the screen a picture of the
stress-strain state of the object. A set of tools to automate the process of designing new �ber
composite materials and structures with predetermined mechanical properties is developed. To
achieve this goal developed Computer Aided Engineering: building a �nite element mesh areas
(pre-processing); solving the problem of elastic-plastic deformation of composites (processing);
visualization of calculation results (post-processing).

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �4(83). 2014
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This structure allows: to conduct computational experiments in the design of new composite
materials and structures; investigate the e�ect of structural features on the structural strength
of the material; to make recommendations to improve the bearing capacity and reduction of
material structural elements. Technology calculation,computational algorithms and specialized
software package together form the concept of predicting the structural parameters of the
designed �ber composite materials and the strength of structural elements. Described the structure
and functioning of specialized software. Composite materials elastic-plastic analysis results are
presented.
Key words: computer model, algorithm, software, computer experiment, �ber composite, elastic-
plastic state, toughness.

A.M.Ïîëàòîâ
Òàëøû©òû êîìïîçèöèÿëû© ñåðïiìäi-ïëàñòèêàëû© äåôîðìàöèÿëàó çåðòòåóëåðií

àâòîìàòòàíäûðó

Á´ë ìà©àëàäà áið òàëøû©òû êîìïîçèöèÿëû© ìàòåðèàëäàðäû ñåðïiìäi-ïëàñòèêàëû© äåôîð-
ìàöèÿëàóäû êîìïüþòåðëiê ìîäåëüäåó ©àðàñòûðûëàäû. Îñû ìà©ñàòòà òèiìäi àëãîðèòìäåð
ºçèðëåíãåí: áàñòàóûø ©îñàë©û àóìà©òàðäû à©ûðëû ýëåìåíòòåð ©àëûïòàñòûðó:iøêi äîìåí-
äåð: áàñòàï©û æºíå æ³éåëåðäi­ í°ìåðëåðií àíû©òàó: à©ûðëû ýëåìåíòòåð ©àòòûëû¡û ìàò-
ðèöà êîýôôèöèåíòòåð ñàëó: ©´ðëûìûìåí øàðøû ºäiñiìåí òå­äåóëåð øåøó. Àëäûí àëà ìå-
õàíèêàëû© ©àñèåòòåði áàð æà­à êîìïîçèöèÿëû© ìàòåðèàëäàð ìåí êîíñòðóêöèÿëàðäû æîáà-
ëàó ïðîöåñií àâòîìàòòàíäûðó¡à äàìû¡àí ©´ðàëäàð. Îñû ìà©ñàò©à æåòó ³øií àâòîìàòòàí-
äûðûë¡àí æ³éåëåð ºçiðëåíäi:ñî­¡û ýëåìåíò òîð áà¡ûòòàðûí ©´ðó; êîìïàçèòòåð ñåðïiìäi-
ïëàñòèêàëû© äåôîðìàöèÿ ìºñåëåñií øåøó; åñåïòåó íºòèæåëåðií âèçóàëèçàöèÿëàó. Á´ë ©´ðû-
ëûì æà­à êîìïîçèöèÿëû© ìàòåðèàëäàð ìåí êîíñòðóêöèÿëàðäû æîáàëàó åñåïòåó æ³ðãìçó;
ìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû© åðåêøåëiêòåðií çåðòòåó; ìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû© ýå-
ëåìåíòòåðìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû©íìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû©­ ê°òåðãìàòåðèàë-
äàðäû­ ©´ðûëûìäû©ø ©áìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû©ëåòìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû©í
æà©ñàðòó. Åñåïòåó òåõíîëîãèÿñû, åñåïòåó àëãîðèòìäåðìàòåðèàëäàðäû­ ©´ðûëûìäû© æºíå
ìàìàíäàíäûðûë¡àí áà¡äàðëàìàëû© ïàêåò áiðãå ºçiðëåíãåí òàëøû©òû êîìïîçèöèÿëû© ìàòå-
ðèàëäàð æºíå ©´ðûëûìäûëû© ïàðàìåòðëåðií áîëæàóäû ©àëûïòàñòûðàäû. Ìàìàíäàíäûðû-
ë¡àí áà¡äàðëàìàëû© ©àìòàìàñûç åòó ©´ðûëûìû ìåí æ´ìûñ iñòåóií ñèïàòòàéäû.
Ò³éií ñ°çäåð: êîìïüþòåðëiê ìîäåëü, àëãîðèòì, òàëøû©òû êîìïîçèöèÿ, ñåðïiíäi-
ïëàñòèêàëû© ©àëûï ê³é, áà¡äàðëàìàëû© êåøåí åñåïòåó ýêñïåðèìåíò.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè è ñòðîèòåëüñòâà øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ ýëåìåíòû êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûå èç ñîâðåìåííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðè-
àëîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îäíîíàïðàâëåííûå âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû èëè
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ìàòåðèàëû. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóê-
öèé òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ðàñ÷åòíûõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ, ó÷èòûâàþùèõ àíèçîòðîïèþ
ìàòåðèàëà è êîíôèãóðàöèþ. Ïðîáëåìà óñëîæíÿåòñÿ, åñëè ìàòåðèàë îáëàäàåò óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ó÷åòà ïðåèìóùåñòâ êîíñòðóêöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ íåîáõîäèì êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëå-
íèåì ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà. Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà âîëîêíà è ìàòðèöû äàåò
ýôôåêò, ðàâíîñèëüíûé ñîçäàíèþ íîâîãî ìàòåðèàëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îò
ñâîéñòâ åãî ñîñòàâëÿþùèõ. Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì, ðàçðàáîòêà êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, èçãîòîâëåííûõ èç êîìïî-
çèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé. Ïðîáëåìà ïðèîáðåòàåò îñîáóþ âàæ-
íîñòü ïðè îöåíêå ïðî÷íîñòè êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê
àâòîìîáèëåñòðîåíèå, àâèàñòðîåíèå, êîñìîíàâòèêà, ýíåðãåòèêà, ìàøèíîñòðîåíèå è ò.ï. è
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ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè àíèçîòðîïíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Ñî-
çäàíèå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ èññëåäîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðåäñòàâëÿåò îñîáóþ
àêòóàëüíîñòü è, âìåñòå ñ òåì, ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ïðîáëåìîé, èìåþ-
ùåé âàæíîå íàðîäíî-õîçÿéñòâåííîå çíà÷åíèå. Áîëüøîé íàó÷íûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ñèñòåì àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íîâûõ êîìïîçèòíûõ
ìàòåðèàëîâ è îöåíêà íàäåæíîñòè ðàçðàáàòûâàåìûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Â âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷à-
þò íîâûå çíàíèÿ î ìîäåëèðóåìîì îáúåêòå. Äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ ïîëüçîâàòåëþ óäîáíîãî
èíòåðôåéñà ïðè îïèñàíèè ðåàëüíîãî ïðîöåññà è ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû, íà áàçå êîòîðûõ ñòðîèòñÿ
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ. Ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äàåò âîçìîæíîñòü
àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ çàðàíåå çàäàí-
íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èññëåäîâàòü âëèÿíèå îáúåìíîãî ñîîòíîøåíèÿ è ìå-
õàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âîëîêíà è ìàòðèöû íà ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè. Ñóùåñòâåííîé
îñîáåííîñòüþ òåõíîëîãèè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ðàñ÷åòîâ ïî îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìûõ
ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðóåìûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.
Âîñòðåáîâàííîñòü èññëåäîâàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïðî÷íîñòíûõ
õàðàêòåðèñòèê è øèðîêîãî âíåäðåíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ â ïðîèçâîäñòâî,
íåîáõîäèìî àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ èõ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ìåòîäèêà êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòðîå-
íèåì ìîäåëè, îòðàæàþùåé ðåàëüíûé ïðîöåññ, è âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì, âûÿâ-
ëÿþùèì ïðèåìëåìûå ïàðàìåòðû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîöåññà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â
ðàçâèòèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âíåñ àêàäåìèê À. À. Ñàìàðñêèé [1]. Èì ïðåäëîæåíà
òðèàäà �ìîäåëü-àëãîðèòì-ïðîãðàììà�, ðàçðàáîòàíû ìåòîäîëîãèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è òåõíîëîãèÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ðàáîòàõ À. Í. Êîíîâàëîâà,
Í. Í. ßíåíêî ðàññìîòðåí ìîäóëüíûé ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ïàêåòîâ ïðîãðàìì[2]. Àëãî-
ðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðåäëîæåí â èññëåäîâàíèÿõ Â.Ê.
Êàáóëîâà è åãî ó÷åíèêîâ [3]. Òàêîé ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé ñòåïåíüþ ôîðìàëèçà-
öèè ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ è àâòîìàòèçàöèåé ïðîöåññà ðåøåíèÿ. Øèðîêîå
èñïîëüçîâàíèå íà ïðàêòèêå ðàçëè÷íûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñïîñîáñòâîâàëî ðàçâè-
òèþ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè àíèçîòðîïíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåñ-
ñà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, îñíîâàííûå íà ìåòîäå îñðåäíåíèÿ, ïðè êîòîðîì êîìïîçèòíûé ìà-
òåðèàë çàìåíÿòñÿ îäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäîé [4,5, 6]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ [7]. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò
ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì è ñèñòåì, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè ïàêåòû ïðîãðàìì
ËÈÐÀ, ÔÐÎÍÒ, COSMOS/M, ANSYS, NASTRAN è äðóãèå. Íåñìîòðÿ íà äîñòèãíóòûå
óñïåõè, ïðîáëåìó ðàçðàáîòêè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ è ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íåëüçÿ ñ÷èòàòü çàâåðøåííîé. Íåäîñòàòî÷íîå âíèìà-
íèå óäåëåíî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ ïîâûøåíèåì ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àë-
ãîðèòìîâ, ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà
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ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõ êîìïîçèòíûõ
ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â íåïîë-
íîé ìåðå èçó÷åíî âîçäåéñòâèå íà ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèé ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé,
òàêèõ êàê àíèçîòðîïèÿ ìàòåðèàëà, îáúåìíîå ñîäåðæàíèå âîëîêíà â ìàòåðèàëàõ, à òàê-
æå êîíñòðóêöèîííûõ íåîäíîðîäíîñòåé. Èññëåäîâàíèå íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â ðåøåíèè
ïðîáëåìû àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðåäïîëàãàåò
ðàçðàáîòêó è ìîäèôèêàöèþ øèðîêîãî ñïåêòðà ìåòîäîâ, àëãîðèòìîâ è ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ, íàó÷íî-
ìåòîäè÷åñêèå îñíîâû êîòîðûõ ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ñóùåñòâóþùèõ òåõíîëîãèé.

Òåõíîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Èññëåäóåòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ ñðåäà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíûé
ñïëîøíîé ìàòåðèàë, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò: àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ è ìàòðè-
öû (èëè ñâÿçóþùåé), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñîâìåñòíóþ ðàáîòó àðìèðóþùèõ ýëåìåí-
òîâ. Èçâåñòíî, ÷òî âîëîêíèñòûé ìàòåðèàë è òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ ñðåäà ÿâëÿþò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïîíÿòèÿìè. Ïðè ýòîì çàìåíà íåîäíîðîäíîé ñðåäû àäåêâàòíîé åé
àíèçîòðîïíîé ñðåäîé ñ ýôôåêòèâíûìè ìåõàíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåò âîçìîæíîñòü
ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ
ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñðåäû, ïðåä-
ëîæåííàÿ ïðîô. Á.Å.Ïîáåäðÿ [8]. Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê âîëîêíè-
ñòûõ êîìïîçèòîâ âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå âûðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü ðàäèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êîìïîíåíòîâ,
âûçâàííîå ðàçëè÷èåì êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ìàòðèöû è âîëîêíà [9,10]. Óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèé ðàñ÷åò âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìåòîäà óïðóãèõ ðå-
øåíèé À.À.Èëüþøèíà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïåðåìåùåíèÿõ. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ìåòîäîì êâàäðàòíûõ êîðíåé, ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íî-ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ.

Ñòðóêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Êàê ïðàâèëî, ìíîãèå ñîâðåìåííûå ïàêåòû ñîäåðæàò â ñåáå ïðåïðîöåññîð (ïðîãðàì-
ìà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, ïîäãîòîâêó äàííûõ äëÿ äàëüíåé-
øèõ âû÷èñëåíèé), ïðîöåññîð (ïðîãðàììà, îñóùåñòâëÿþùàÿ âû÷èñëåíèÿ) è ïîñòïðîöåñ-
ñîð (ïðîãðàììà, îñóùåñòâëÿþùàÿ âèçóàëèçàöèþ âû÷èñëåíèé) [11,12]. Öåëüþ äàííîé ðà-
áîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàíèÿ
íîâûõ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ìå-
õàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ðàçðàáîòàíû àâòîìàòèçèðîâàííûå
ñèñòåìû:

� ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè îáëàñòåé (ïðåïðîöåññîð);
� ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòîâ (ïðîöåññîð);
� âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà (ïîñòïðîöåññîð).
Òàêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî óìåíüøå-

íèþ âðåìåííûõ è ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõ êîìïîçèòíûõ ìà-
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òåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé, èññëåäîâàòü âëèÿíèå êîíñòðóêöèîííûõ îñîáåííîñòåé ìàòåðè-
àëà íà ïðî÷íîñòü êîíñòðóêöèè, ïðåäñòàâèòü ðåêîìåíäàöèè ïî ïîâûøåíèþ íåñóùåé ñïî-
ñîáíîñòè è ñíèæåíèþ ìàòåðèàëîåìêîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé. Òåõíîëîãèÿ ðàñ÷åòà,
âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû è ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ â ñîâîêóï-
íîñòè îáðàçóþò êîíöåïöèþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðóåìûõ
âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ è ïðî÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

Ïðåïðîöåññîð. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåò-
êè ðàçðàáîòàíà òåõíîëîãèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáëàñòè ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè ïîñðåäñòâîì
îáúåäèíåíèÿ èëè óäàëåíèÿ �ýëåìåíòàðíûõ� ïîäîáëàñòåé [13]. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ îïðåäå-
ëåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó îáëàñòü íàçûâàåòñÿ �ýëåìåíòàðíîé�, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ åå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà îáëàñòè îïèñûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâîì

Ω = {N,M,MK,MN},

ãäå N � ÷èñëî óçëîâ; M � êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; MK � ìàññèâ êîîðäèíàò
óçëîâ; MN � ìàññèâ íîìåðîâ óçëîâ ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñîîòíî-
øåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñðåäñòâîì îáúåäèíåíèÿ èëè óäàëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïîäîá-
ëàñòåé ôîðìèðîâàòü êîíå÷íî-ýëåìåíòíóþ ñåòêó îáëàñòè ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè:

Ω =

k1∑
i=1

ΩI
i −

k2∑
j=1

ΩII
j ,

ãäå ΩI
i è ΩII

j � ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûå ïîäîáëàñòè, k1 � ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, ïîä-
ëåæàùèõ îáúåäèíåíèþ, k2 � êîëè÷åñòâî óäàëÿåìûõ ïîäîáëàñòåé.

Ñ ýòîé öåëüþ ðàçðàáîòàíû: âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêè ýëåìåíòàðíûõ ïîäîáëàñòåé; îáúåäèíåíèÿ è óäàëåíèÿ ïîäîáëàñòåé;
îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ôðîíòà è óïîðÿäî÷åíèÿ íîìåðîâ óçëîâ íà îñíîâå ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî ôðîíòàëüíîãî ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî ìèíèìèçèðîâàòü øèðèíó ëåíòû íåíó-
ëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïðîöåññîð. Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçðåøàþùèõ
óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ðåàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìåòîäà
óïðóãèõ ðåøåíèé À.À.Èëüþøèíà [14] . Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ; ôîðìèðîâàíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé íà îñíîâå ïðèíöèïà ïîñòðî÷íîé ïîäãîòîâêè äàííûõ äëÿ êàæäîãî óçëà
â îòäåëüíîñòè. Îí îòðàæàåò ñóòü ñóììèðîâàíèÿ è îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå ëåíòî÷íîé
ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè åå êî-
ýôôèöèåíòîâ; ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì êâàäðàòíûõ
êîðíåé ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íî-ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.

Òàê êàê â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìåòîäà â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
ìàòðèöû íà âåêòîð, òî ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çà-
äàíû òîëüêî êîýôôèöèåíòû ëåíòû íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Ýòè êîýôôèöèåíòû
ïîñòðî÷íî ðàñïîëàãàþòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöå Sij ñ ðàçìåðàìè n × l , ãäå n � ïî-
ðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé, l � ïîëîâèííàÿ øèðèíà ëåíòû íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ,
âêëþ÷àÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Ïðè÷åì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû
ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîñëåäíåì l-îì ñòîëáöå ìàòðèöû Sij. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óìíîæåíèÿ
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ìàòðèöû Sij íà âåêòîð xj èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1):

yi =

p∑
j=1

Si,qxr +
m∑
j=1

Sj,i+1xj , (1)

ãäå

p =

{
i− 1, 1 ≤ i ≤ l

l − 1, èíà÷å
, q =

{
l + i− 1, 1 ≤ i ≤ l

j, èíà÷å
, r =

{
j, 1 ≤ i ≤ l

i− l + j, èíà÷å
,

m =

{
i+ l − 1, 1 ≤ i ≤ n− l + 1

n, èíà÷å
.

Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà êâàäðàòíûõ êîðíåé, ñ
èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî êîýôôèöèåíòîâ ëåíòû íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû è äèàãî-
íàëè.

Ïîñòïðîöåññîð. Äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàíû àë-
ãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå îòîáðàçèòü íà ýêðàíå ìîíèòîðà êàðòèíó íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Òàê êàê çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè êîíñòðóêöèè, â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ íå ðåàëüíûå ïåðåìåùå-
íèÿ, à èõ çíà÷åíèÿ, ïîìíîæåííûå íà êîððåêòèðóþùèé êîýôôèöèåíò
k : (u′, v′, w′) = k(u, v, w). Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîäáèðàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì â çàâèñèìîñòè
îò ðåøàåìîé çàäà÷è. ×òîáû îáåñïå÷èòü íàãëÿäíóþ âèçóàëèçàöèþ, çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò
óçëîâ òàêæå óìíîæàþòñÿ íà êîððåêòèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðà-
ìåòðîì è öâåòîì çàëèâêè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (2):

c = C




p

pmax

, p ≥ 0

p

pmin

, p < 0

 (2), c =



c1, p < i1

c2, p < i2

... ...

cn, p < in

c∗, p ≥ in

(3),

ãäå pmin, pmax � ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, C �
ìàøèííî-çàâèñèìàÿ ôóíêöèÿ, ëèíåéíî îòîáðàæàþùàÿ ÷èñëîâîé îòðåçîê [−1;+1] â ïðî-
ñòðàíñòâî öâåòîâ îò òåìíî-ñèíåãî äî òåìíî-êðàñíîãî. Ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ
ãðàäèåíòíîé çàëèâêè. Òîëüêî ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà è
öâåòà çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì (3), ãäå n � êîëè÷åñòâî èçîëèíèé, c1, . . . , cn � çíà÷åíèÿ
öâåòîâ, êîòîðûìè áóäóò çàêðàøåíû îáëàñòè ñå÷åíèÿ. Îñòàâøàÿñÿ îáëàñòü ñå÷åíèÿ áó-
äåò çàêðàøåíà öâåòîì c∗. Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ öâåò çàäàåòñÿ â âèäå ÷èñåë îò -100
äî +100.

Ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â ñðåäå Delphi ðàçðàáîòàí ñïåöèà-
ëèçèðîâàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÀÐÏÝÊ. Êîìïëåêñ èìååò ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó,
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Ðèñóíîê 1 � Ðàáî÷àÿ îáëàñòü ïîëüçîâàòåëÿ íà ìîíèòîðå è íàáîð èíñòðóìåíòîâ

îáìåí äàííûìè ìåæäó ìîäóëÿìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç êîíôèãóðàöèîííûå ôàéëû è
ôàéëû äàííûõ.

Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè òðåõìåðíîé êîíñòðóê-
öèè ïðèçìàòè÷åñêîé ôîðìû ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè âûïîëíÿåòñÿ â ïðîãðàììíîì ìî-
äóëå ÀÏÊÝÌ. Âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âîçìîæíî-
ñòåé áèáëèîòåêè ïðîãðàììíîãî èíòåðôåéñà OpenGL [15]. Ñ ïîìîùüþ óêàçàòåëÿ ìûøè
íà ýêðàíå ìîíèòîðà âû÷åð÷èâàåòñÿ ïðîåêöèÿ êîíñòðóêöèè. Òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå
êîíñòðóêöèè ôîðìèðóåòñÿ ïóòåì îïåðàöèè âûäàâëèâàíèÿ, ïðèìåíÿåìîé ê ïîâåðõíîñòè
ïðîåêöèè. Äëÿ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ íà ýêðàíå ôîðìèðóåòñÿ ðàáî÷àÿ îáëàñòü (ðèñ.1.à).
Íà÷àëîì êîîðäèíàò ðàáî÷åé îáëàñòè ñëóæèò òî÷êà â åå âåðõíåì ëåâîì óãëó. Â âåðõíåì
ïðàâîì óãëó ïðåäñòàâëåíà ïàíåëü èíñòðóìåíòîâ (ðèñ.1.á), à â ïðàâîì íèæíåì � îòîá-
ðàæàþòñÿ ôàêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû óêàçàòåëÿ ìûøè. Îñíîâíûå èíñòðóìåíòû, èñïîëü-
çóåìûå äëÿ ãåíåðàöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíñòðóêöèè, ïðèìåíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1-4 � äëÿ âû÷åð÷èâàíèÿ ãðàíèöû è ôèêñàöèè îïîðíûõ âåðøèí
(ðèñ.2.à); 5-8 � äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïîäîáëàñòåé; 9
(+) � äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ (ñøèâàíèÿ) ýëåìåíòàðíûõ ïîäîáëàñòåé.

Èíñòðóìåíò 10 (3D) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîé ñåòêè êîíñòðóêöèè íà îñíîâå åå ïðîåêöèè. Ïðè ýòîì óêàçàòåëåì ìûøè ôèêñèðó-
åòñÿ îäíà èç âåðøèí, êîòîðàÿ äàëåå ðàñòÿãèâàåòñÿ íà òðåáóåìîå ðàññòîÿíèå. Ïðè÷åì,
íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè îò èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè ôîðìèðóåòñÿ ïàðàëëåëüíûé ñëåä è
îáðàçóåòñÿ òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíñòðóêöèè (ðèñ.2.á, â). Äëÿ âèçóàëèçàöèè êîí-
ñòðóêöèè èñïîëüçóåòñÿ èíñòðóìåíò 11 (GPH). Ïðè åãî àêòèâèçàöèè îòêðûâàåòñÿ îêíî, â
ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ îáùèé âèä êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè êîíñòðóêöèè,
à â ïðàâîé ÷àñòè � èíñòðóìåíò äëÿ âñåñòîðîííåãî ïðîñìîòðà (ðèñ.2.ã). Èíñòðóìåíò 12
(MNK) àêòèâèçèðóåòñÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè êîíñòðóêöèè.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàñ÷åòíûõ ìîäóëåé ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ÀÐÏÝÊ (ðèñ.3) îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàëåå âûïîëíÿþòñÿ ðàñ÷åòíûå ìîäóëè ïðîãðàììíîãî
ìîäóëÿ ÍÅÐÏÝÊ. Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà âû-

Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà. �4(83). 2014



114 À.Ì. Ïîëàòîâ

Ðèñóíîê 2 �Ýòàïû ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè

ïîëíÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìîäóëÿ ÝÔÔÅÊÒ. Ôîðìèðîâàíèå ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ÌÊÝ âûïîëíÿåòñÿ â ìîäóëå RAM10. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé, ìîäèôèöèðîâàííûé äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íî-
ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðîé. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì � ìîäóëü
RAM12 âûïîëíÿåò âû÷èñëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ïðÿìîãî, íà âòîðîì � ìî-
äóëü RAM13 � îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóåòñÿ âåêòîð óçëî-
âûõ ïåðåìåùåíèé.

Â ïðîöåññå ðàáîòû ìîäóëü RAM11 âûïîëíÿåò ïîäñ÷åò çíà÷åíèé êîìïîíåíò íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â âûõîäíîé ôàéë ìîäóëÿ �
PARAMS.

Ïðè ðåøåíèè ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ âûïîëíÿåòñÿ ìîäóëü PLASN äëÿ óòî÷-
íåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìåòîäà óïðóãèõ
ðåøåíèé À.À.Èëüþøèíà. Çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå êðè-
òåðèÿ Ìèçåñà. Íà âûõîäå ìîäóëü çàïèñûâàåò ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷åíèÿ óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ôàéë PARAMS.

Äëÿ ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììíûé
ìîäóëü âèçóàëèçàöèè ÒÀÑÂÈÐ (ðèñ.4). Îí ïîçâîëÿåò: âèçóàëèçèðîâàòü êàðòèíó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííûõ ñå÷åíèÿõ;
âûïîëíèòü ãðàäèåíòíóþ çàëèâêó ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàñíîãî öâåòà äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà è ñèíåãî � äëÿ îòðèöàòåëüíîãî; âèçóàëèçèðîâàòü èçîëèíèè, çíà÷å-
íèÿ êîòîðûõ çàäàíû ïîëüçîâàòåëåì; ðèñîâàòü ýïþðû ïàðàìåòðîâ íà ãðàíèöàõ ñå÷åíèÿ,
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ïðèìûêàþùèõ ê îñÿì; êîððåêòèðîâàòü è îòîáðàæàòü êàðòèíû äåôîðìàöèè êîíñòðóê-
öèé; âûïîëíèòü ñîâìåùåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ýïþðàìè è ãðàäèåíòíîé çàëèâ-
êîé (âñåãî 10 ðåæèìîâ îòîáðàæåíèÿ îäíîãî ñå÷åíèÿ); âûâåñòè äëÿ êîíòðîëüíîé òî÷êè
âñå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòîâ ÍÄÑ; ñîõðàíèòü ïîëó÷åííûå èçîáðàæåíèÿ â ãðàôè÷åñêèé
ôàéë.

Îïèøåì ïàðàìåòðû, ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü êàðòèíó ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÍÄÑ èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè. Ôàéë äàííûõ âêëþ÷àåò àäðåñà ôàéëîâ ñ ïàðà-
ìåòðàìè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè è ÍÄÑ; îáùåå ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è óçëîâûõ
òî÷åê. Êîíôèãóðàöèîííûé ôàéë ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ êîððåêöèè ïåðåìåùåíèé è
ðàçìåðîâ êîíñòðóêöèè; çíà÷åíèé êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé; èíòåíñèâíîñòè
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé; çíà÷åíèÿ èçîëèíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿìè òåìïå-
ðàòóðû öâåòà; ïåðåìåííîé íàñòðîéêè èíòåðôåéñà; ïàðàìåòðà çàãðóçêè êîìïîíåíò ÍÄÑ;
âèäà ñåòêè è êîíñòðóêöèè; ïàðàìåòðà ôîðìû îòîáðàæåíèÿ êîíñòðóêöèè; ïàðàìåòðîâ
âèäåîêàðòû.

Íà âõîäå ìîäóëü ÒÀÑÂÈÐ ñ÷èòûâàåò äàííûå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè èç ôàéëà
DISKR1.DAT, óçëîâûå çíà÷åíèÿ ÍÄÑ èç ôàéëà PARAMS.TXT è ïàðàìåòðû èç êîí-
ôèãóðàöèîííîãî ôàéëà CONF.TXT. Ìîäóëü âèçóàëèçàöèè èñïîëüçóåò ìîäóëü INIT äëÿ
ïîñòðî÷íîãî ðàçáîðà êîíôèãóðàöèîííîãî ôàéëà. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ
öâåòíîå îòîáðàæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÍÄÑ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàïðî-
ñàìè ïîëüçîâàòåëÿ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ìàòðèöû îäíîíàïðàâëåííîãî âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà èñïîëü-
çóåòñÿ àëþìèíèåâûé ñïëàâ Ä16 (áîðîàëþìèíèé) ñ ïàðàìåòðàìè: E = 7.1 · 104ÌÏà,
µ = 0.32, ñ êîýôôèöèåíòîì óïðî÷íåíèÿ λ = 0.5 è ïðåäåëîì óïðóãîñòè σs = 2.13·102 ÌÏà.
Äëÿ áîðíîãî âîëîêíà E

′
= 39.7 · 104 ÌÏà, µ

′
= 0.21, ïðåäåë ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè

σ
′
s = 2.5 · 103.
Ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â êîìïîçèòå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïî íàïðàâ-
ëåíèþ âîëîêîí (Pzz = 850 ÌÏà) ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû âûñîòîé 1 ñì ñ øèðèíîé �
0.5 ñì è òîëùèíîé � 0.1 ñì. Èçîëèðîâàííîå îòâåðñòèå ðàäèóñà R = 0.1 ñì íàõîäèòñÿ
â öåíòðå ïëàñòèíû. Âîëîêíà ìàòåðèàëà ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî îñè 0Z. Íà ðèñ.5.à
ïðèâåäåíî ïîëå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé pu ïî ïëîñêîñòè
èçîòðîïèè â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèÿ (äåôîðìèðîâàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ). Ïëàñòè÷åñêèå
äåôîðìàöèè â îñíîâíîì îáðàçóþòñÿ â îêðåñòíîñòè âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòè îòâåðñòèÿ.
Íåáîëüøèå ïëàñòè÷åñêèå çîíû íàáëþäàþòñÿ ïî áîêàì îòâåðñòèÿ.

Íà ðèñ.5.á ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé qu ïî ãëàâ-
íîé îñè òðàíñâåðñàëüíîé èçîòðîïèè (ïðè v = 35%). Ïîâûøåííûå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ äå-
ôîðìàöèé ôîðìèðóþòñÿ ïî áîêàì îòâåðñòèÿ, îäíàêî â îêðåñòíîñòè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ
ãîðèçîíòàëüíîãî äèàìåòðà ñ êîíòóðîì îòâåðñòèÿ, çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíû (òîí çàêðàñêè
ñîîòâåòñòâóåò óäâîåííûì çíà÷åíèÿì äåôîðìàöèé ïî ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, ïðèâåäåííûì
íà ðèñ.5.â) [16].

Íà ðèñ.6 ïðèâåäåíû êðèâûå çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé
Pu ÷ pu ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â êîìïîçèòå. Ñ óâå-
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Ðèñóíîê 3 � Àðõèòåêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ÀÐÏÝÊ

ëè÷åíèåì îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â êîìïîçèòå óâåëè÷èâàþòñÿ åãî ïðî÷íîñòíûå
õàðàêòåðèñòèêè, âìåñòå ñ òåì, ýòî âåäåò ê óìåíüøåíèþ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ìàòðèöû [17].

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðäèëè çàêîíîìåðíî-
ñòè, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â êîìïîçèòå [18]. Â ïðîìå-
æóòêå îò 30% äî 60% îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà âîëîêíèñòûå êîìïîçèòû îáëàäàþò
óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïðè çíà÷åíèÿõ íèæå 30% íå îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîâìåñò-
íàÿ ðàáîòà âîëîêíà è ìàòðèöû, à ïðè çíà÷åíèÿõ âûøå 60% � êîìïîçèò ðàáîòàåò êàê
õðóïêèé ìàòåðèàë.

Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàííûå â ðàáîòå êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû è ñïå-
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Ðèñóíîê 4 � Ñòðóêòóðà ìîäóëÿ âèçóàëèçàöèè ÒÀÑÂÈÐ

öèàëèçèðîâàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïîçâîëÿþò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ðàíåå íåäîñòóïíûõ, ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ñ çàðàíåå
çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è êîíôèãóðàöèåé. Ðàçðàáîòàíû âû÷èñëèòåëüíûé
àëãîðèòì è ïðîãðàììíûé ìîäóëü ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè êîíñòðóêöèé.
Ïðîåêöèÿ òðåõìåðíîé êîíñòðóêöèè âû÷åð÷èâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì óêàçàòåëÿ ìûøè íà ìî-
íèòîðå êîìïüþòåðà. Âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâà-
íèÿ âîçìîæíîñòåé áèáëèîòåêè ïðîãðàììíîãî èíòåðôåéñà OpenGL. Ðàçðàáîòàíû âû÷èñ-
ëèòåëüíûé àëãîðèòì è ïðîãðàììíûé ìîäóëü âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà, ïîçâî-
ëÿþùèé âûïîëíÿòü: ãðàäèåíòíóþ çàëèâêó; âèçóàëèçàöèþ èçîëèíèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
çàäàþòñÿ ïîëüçîâàòåëå; ïîñòðîåíèå ýïþðû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà ãðàíèöàõ ñå÷åíèÿ;
ñîâìåùåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè ñ ãðàôèêàìè è ãðàäèåíòíîé çàëèâêîé; âûâîä çíà-
÷åíèé ðåçóëüòèðóþùèõ êîìïîíåíò â êîíòðîëüíîé òî÷êå. Ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îäíîíàïðàâëåííîãî
êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà Ä16 (áîðîàëþìèíèé) è ïîäòâåðäèòü çàêîíîìåðíîñòè, ñâÿ-
çàííûå ñ âëèÿíèåì îáúåìíîãî ñîäåðæàíèÿ âîëîêíà â êîìïîçèòå.
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Ðèñóíîê 6 �Êðèâûå äåôîðìèðîâàíèÿ Pu ÷ pu
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страниц. В начале работы после заголовка и фамилий авторов работы помещается её аннотация
в объеме 200-250 слов на том же языке, на котором набран основной текст. Кроме сведений,
которые можно почерпнуть из заголовка, аннотация должна отражать методы исследования,
основные результаты статьи, их новизну и указывать на смежные работы.

После аннотации задаются ключевые слова. Для каждой работы задайте 5-6 ключевых слов в
порядке их значимости, т.е. самое важное ключевое слово статьи должно быть первым в списке.

Название работы, ФИО авторов, аннотация и ключевые слова должны быть представлены в
статье на трех языках: казахском, русском и английском.

Использованная литература должна быть оформлена в соответствии с ГОСТ 7.1-2003 "Библио-
графическая запись. Библиографическое описание. Общие требования и правила составления".
Список литературы должен состоять не более чем из 20 наименований. Ссылки на источники в
тексте статьи даются только в квадратных скобках (без цитирования [12], при цитировании или
пересказе авторского текста [12, с. 29]). Нумерация ссылок в статье производиться по порядко-
вому номеру источника в пристатейном списке литературы. Архивные материалы в список не
включаются, ссылки на них помещаются в тексте в круглых скобках. При использовании в статье
источников из электронных ресурсов или удаленного доступа (Интернета) в списке литературы
приводится библиографическая запись источника и ссылка на сетевой ресурс с полным сетевым
адресом в Интернете. Желательно указывать дату обращения к ресурсу.

Список литературы на языке оригинала сопровождается списком литературы (references) в ан-
глийской транслитерации.

6. Журнал придерживается единого стиля и поэтому предъявляет ряд общих требований к оформ-
лению работ. Исходный (неоттранслированный) tex-файл должен целиком помещаться в гори-
зонтальных рамках экрана за возможным исключением матриц и таблиц и транслироваться без
протестов LATEX2ε и сообщений о кратных и неопределенных метках, больших переполненных
и незаполненных боксах. Не следует определять много новых команд, изобретая собственный
сленг. Авторы могут подгружать другие стандартные стилевые пакеты, но только те, которые
не входят в противоречие с пакетами amsmath и amssymb. Естественно файл, кроме всего про-
чего, должен быть проверен на отсутствие грамматических и стилистических ошибок. Статьи,
не удовлетворяющие этим требованиям, возвращаются на доработку.
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Эталонный образец работы с демонстрацией графики, с преамбулой устраивающей редакцию,
списки типичных ошибок оформления и методы их устранения можно получить в редакции или
на сайте КазНУ им. аль-Фараби http://journal.kaznu.kz.

7. Графические файлы с рисунками должны быть только качественными черно-белыми в фор-
мате .eps , либо выполненными в латеховском формате. Рисунки в этих форматах делаются,
например, с помощью мощных математических пакетов Maple, Mathematica или с помощью па-
кета Latexcad. Качественные графические файлы сделанные другими графическими программа-
ми должны быть сконвертированы в формат .eps c помощью Adobe Photoshop или конвертера
Conversion Artist. Все рисунки должны быть уже импортированными в tex-файл и представля-
ются в редакцию вместе с основным файлом статьи. Графические форматы,отличные от выше
указанных, отвергаются.

Редакция вправе отказаться от включения в работу рисунка, если автор не в состоянии обеспе-
чить его надлежащее качество.

Уважаемые читатели, вы можете подписаться на наш журнал "Вестник КазНУ. Серия математи-
ка, механика, информатика”, который включен в каталог АО "Казпочта""ГАЗЕТЫ И ЖУРНАЛЫ".
Количество номеров в год – 4. Индекс для индивидуальных подписчиков, предприятии и организаций –
75872, подписная цена за год – 1200 тенге; индекс льготной подписки для студентов – 25872, подписная
цена за год для студентов – 600 тенге.
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