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Қазақ оқырмандарына

Биыл Н.Бордың атомдық моделін алғаш ұсынғанына 100 жыл толды. Атомның 

осы жартылай классикалық моделі ғылымының жаңа дәуіріне есік ашып бергені 

сөзсіз. Кезінде ғылымның сапасы мен оның бағасының қатынасы жөнінен жетекші 

мемлекеттердің бірі болған Кеңестер Одағының  ғалымдары да осы салада көштің 

соңында қалған жоқ. Кванттық механиканы игеріп қана қоймай, оны дамытуға, 

зерек жастарды талпындыруға арналған оқулықтар мен оқу бағдарламаларын 

айтып жеткізу мүмкін емес. Ағылшын, неміс, француз және т.б. тілдерінен 

орысшаға аударылған оқулықтардың саны қаншама, ал олардың сапасы жөнінде 

тек жылы сезіммен еске аламыз. Дегенімен, оқулықтардың түпнұсқасымен 

танысқан оқырман, оқулық авторларының төлтума бақылаулардың қызықты 

интерпретациясын, кеңінен танымал нәтижелердің жаңа әдістемелерін түйеді. 

Сондықтан да болар, кванттық механика қосымшаларының ұсынылған шешімдері 

көңілге қонымды, талдауға әсерлі жолдарын ашып береді. Оқулықтың атауы 

затына сай деп ойлаймын.

Кітаптың шыққанына үш-төрт жыл ғана болды, ал ғылымның дамуы 

екпіндеп жылжып барады. Айқын айғағы, 2013 жылғы физика саласындағы 

Нобель сыйлығы П.Хиггс (Ұлыбритания) пен Ф.Энглерге (Бельгия) бұйыртқаны 

және оның себептері баршаға мәлім. Оқулықта Үлкен Адрондық Коллайдердегі 

эксперименттердің болашағы жөнінде авторлар үлкен үмітпен жазғанын оқыған 

сәтте, әрине, еріксіз езу тартарсыз. WMAP мәліметтеріне сәйкес Ғалам құрамының 

95%-дан астамын қараңғы энергия мен қараңғы материя құрайды. Табиғаттың 

құпиясына жарық шашып, адамзат игілігіне жарататын ғалымдардың арасында 

тәуелсіз Қазақстанның жаңа буын ғалымдары болатынына зор үмітпен қараймын. 

Барлық жаңалықтар әлі алда! 

Әр еңбектің өз ерекшелігі болатыны хақ. Осы орайда көмегін төккен 

әріптестерім мен техникалық қолдау көрсеткен шәкірттеріме шын ықыласыммен 

ризашылығымды жеткіземін.

С.�.Сахиев

Желто�сан, 2013 жыл
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Қазақ тіліндегі басылымға алғы сөз

Кванттық механика жөніндегі біздің оқулығымыздың қазақша баспадан 

шыққанына өте қуаныштымыз. Осы кішігірім кіріспе арқылы қазақ 

оқырмандарын шын көңілден қарсы аламыз.

Бүгінде технологиялық және ғылыми өрлеудің үдемелі дамуы күнделікті 

өмірімізді микроскопиялық әлемнің тылсым құбылыстарына жақындата 

түсті: олар заманауи барлық электрондық құрылғылардың және ақпараттық 

технологиялардың негізі болып табылады. Сонымен қатар, қазіргі заманғы 

технологиялар бізге электрондар мен фотондардың кванттық механикалық 

тәртібін бүгінде өз көзімізбен «көруге» мүмкіндік береді. Айқын мысалы ретінде, 

оқулықтың Кіріспесінде көрсетілген Тономураның жүргізген электрондардың 

дифракциялық интерференциясының тәжірибесін айтуға болады. Мұның бәрі 

кванттық механиканы біз үшін түсінуді бұрынғыдан да гөрі танысырақ етеді.

Ағылшын тіліндегі кіріспесінде аталып өткендей, бұл – заманауи оқулық. 

Сонымен қатар, салыстырмалы түрде кванттық механиканың жан-жақты 

қолданыстары көптеп көрсетілген. Алайда мұның тіпті кванттық механиканы  

жаңа бастағалы отырған студенттерге де жақсы кіріспе оқулығы болуы үшін 

біз барлық мүмкіншіліктерді пайдаландық. Оқулықтағы негізгі идеялар 

мен есептеулер ережелерін игеру бірден тым күрделі болмас деп үміттенеміз. 

Сондықтан тараудан тарауға өту барысында кванттық механиканың кең әрі сан 

алуан қосымшалары мен түйіндеулеріне жету мақсатында бірте-бірте олардың 

түсініктемесін де тереңдете бердік. Сондай-ақ, жеке компьютерлер және солармен 

байланысты қосымшалар (бағдарламалық қамтамасыздандыру) студенттерге 

есептерді шығаруды әлдеқайда жеңілдетеді. Демек, алдыңғы буын студенттерге 

карағанда қазіргі заманғы білім алушыларына көптеген кванттық механикалық 

мәселелердің табиғатын тереңірек деңгейде қабылдауына септігін тигізуде. 

Шындығында, Mathematica бағдарламасында жүргізілген көптеген сандық 

талдаулар, сонымен қатар аналитикалық есептердің қалың шешімдерінің саны 

оқулыққа тән ерекшеліктердің бірі болып табылады.

Осы кітапты жазудағы негізгі ықыласымыз неғұрлым көбірек жастарға 

табиғаттың кейбір таңғажайып ерекшеліктерін қаншалықты құнды және оларды 

түсіндірудегі Кванттық механика әдістерінің таңғаларлықтай әсемдігімен 

таныстыру болып табылады. Осы оқулықты ана тілінде оқып шыққан қазақстандық 

оқырмандардың легі бүкіл әлемдегі физик-ынтагерлер қоғамдастығының 

қатарына қосылса, біздің ең ізгі үмітіміздің ақталғаны болар еді.

Кеничи Кониши және Джампьеро Паффути

Пиза, 2013 жылды� 22 шілдесі
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Кіріспе сөз

Студенттердің кванттық механикамен алғашқы кездесуі жеңіл болмауы 

мүмкін. Уақыт (t) бойынша дифференциалдық теңдеуінің, яғни Ньютонның 

классикалық қозғалыс теңдеуінің орнына, ол: жаңа механиканың әдетте 

нақтыланған ықтималдылықтармен болжайтынын (!) көреді; электрондардың 

тәртібі толқындар тәрізді болатынын естиді. Ақылға қонбайтын түсініктер, 

алайда эмпирикалық факт.1

Студент өзінің зерттеулерінде қандай да ілгерлеу барысында мәселенің 

соншалықты жаман еместігін бірте-бірте түсіне бастайды. Жаңа механиканың 

негізгі теңдеуі – Шредингер теңдеуі – нақтылы анықталған, уақыт бойынша 

тамаша, байсалды сызықтық дифференциалдық теңдеуі екеніне микроскопиялық 

жүйеге сыртқы әсер болмаса, оның қатал детерминанттық модаға сәйкес 

дамитынына көзі жетеді. Тек қана бұл емес, шектік қозғалысты кванттаудың 

арқасында онымен тығыз байланысқан Табиғаттың іргелі тұрақтысы – Планк 

тұрақтысының h көмегімен классикалық физикаға қарағанда атомдардың 

қасиеттерін кванттық механика әлдеқайда дәл (кейде әлдеқайда жеңіл) 

түсіндіреді. Мысалы, типтері бірдей болатын атомдардың қасиеттері қалыпты 

жағдайда қатаң түрде бірдей болады. Бұл фактының макроскопиялық әлемдегі 

(қатты денелер, кристалдар, биологиялық құбылыстар және т.с.с.) регулярлық 

құрылымдар және регулярлық жұмыс құрылымдары үшін іргелі мағынасы 

бар. Әрине, жаңа механиканың классикалықтан артықшылығы тек атомдармен 

шекараланып қоймайды. Біздің күнделікті өмірімізде алуан түрлі құбылыстар: 

электроөткізгіштік, лазер, электроника, кванттық оптика және осылармен 

байланысты заманауи технологиялар, барлығы кванттық механиканы дұрыс 

түсінуді талап етеді.

Білімін тереңдету барысында студент қазіргі заманғы физиктердің стандарттық 

моделінің шеңберінде кейде мюонның (ауыр электрон түрінің бірі) аномальдық 

магниттік моментіне қатысты он бірінші санына дейін жуықтай алатынын 

білуі мүмін. Әрине осы мысалда біз Табиғаттың нақты моделін экспериментпен 

салыстырдып отырмыз. Алайда, іргелі әсерлесулердің стандарттық моделі 

– күшті әсерлесу үшін КХД, электроәлсіз әсерлесу үшін Глэшоу-Вайнберг-

Саламның теориясы, барлығы релятивистік кванттық механикаға негізделген. 

Атомдық физикада теория мен эксперименттің арасындағы үйлесімдік жақсы 

болуы мүмкін, ал кейде тіпті әсерлі де болуы. Осының барлығы ақырында оны 

физикадағы белгілі ең дәл және, мүмкін, ең әсем теориямен шұғылданатынына 

1 Оқулықтың (а�ылшын тіліндегі т*пн+с�асыны�) мұқабасындағы суретте кіп-кішкентай тесіктері 
бар жұқа коллоидтық қабықшаны 50 кВ электрондық шоғырлармен атқылағандағы электрондық 
толқынның шымырлануы көрсетілген. Бүкіл беттегі сурет шындығында 0,6 мкм қабықшаның 
ұлғайтылуына сәйкес келеді (Др. Акира Тономураның фотосы, Хитачи Жетекші Ғылыми-зерттеу 
зертханасы, Сайтама, Жапония).
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көзін жеткізетіні сөзсіз.

Күндерің күнінде оның зерттеуші немес ұстаз болуы мүмкін, сөйтіп ол кванттық 

механика курсын шәкірттеріне оқуды бастауы да ықтимал. Көптеген жылдардан 

соң ол кванттық механиканың қарапайымдылығы мен әдемілігіне, сонымен қатар 

оның нәзік, әрі тереңге кететін салдарларына таңғалауын қоймайтыны шүбәсіз.

Осы оқулықтың негізгі мақсаттарының бірі болып физиканың сұлулығын 

бағалай бастаған жас студенттерге осы таңғалу сезімін жеткізу табылады. 

Оқулық кванттық механикағы кіріспе ретінде жазылды: бірінші рет бастаған 

және біршама хабары бар студенттер үшін жеткілікті дәрежеде арналған. 

Классикалық физиканың стандарттық курстары, оның ішінде классикалық 

механика, электромагнетизм, статистикалық механика және термодинамика, 

сондай-ақ математиканың негіздері қажетті іргетасын қамтамасыз етуі қажет. 

Сонымен қатар, шығарылған есептердің көптеген мысалдары, сол сияқты 

көптеген талқылаулар білімі тереңірек, активті зерттеушілер және оқытушылар 

үшін пайдалы анықтамалық құралы болады деген үміттеміз.

Оқулықтың кейбір инновациялық ерекшеліктеріне тоқталайық. Кванттық 

механиканы педагогикалық тұрғысынан көрсету үшін ептеген күш жұмсалды, 

сонымен қатар мүмкіндігінше логикалық айқындықты және оны дамытуға 

тырыстық. Тұжырымдамалар мен әдістер біртіндеп енгізілді, оқулықта олар 

тереңдей түскен сайын мұқият әзірленген және дәлідігі арта береді. Расында, 

элементарлық қосымшаларды түсіндірудегі ең негізгі анықтамалардан бастап, 

артынша симметрия, статистика және кванттық механиканың аспектілері тәрізді 

құрылымдық сұрақтарға өтуі  жүргізілген, одан соң бірнеше стандарттық жуықтау 

әдістері зерделенген. Осылайша қаруланғаннан соң физикалық қызықты әртүрлі 

қолданулары талқыланады, сол кезде, әрине, барлық артиллерия пайдаланылады. 

Оқулықтың мазмұнына тоқталатын болсақ, көпшілік бөлігі әдеттегідей, 

стандартты. Сонымен қатар кейбір талқылаулар оқулықтың негізгі мәтінінде 

келтірілген, мысалы, 12-тарауда уақытқа тәуелді гамильтониандары жалпы 

болатын жүйелер, 13-тарауда метаорнықты күйлер, ал 15-тарауда атомдар 

және бірнеше тақырыптар Қосымшаларда (20-тарау) қарастырылған. Бұларды 

стандарттық оқулықтарда табыла бермейді.

Әр тараудың соңында аналитикалық шешуді қажетсінетін бір қатар есептер 

келтірілген, сондай-ақ олардың бір бөлігі сандық әдістерімен есептелуге 

тиісті. Екі түрлі есептердің шешімдері қоса берілген компакт-дискіде орын 

алады: аналитикалық есептер – PDF файлдарында, ал сандық әдістермен 

есептелгендері - Mathematica бағдарламасында (барлығы 88 файл). Соңғыларына 

ұсынылған шешімдердің экспозициясына түсіндірмелері, сондай-ақ Mathematica 

бағдарламасында қолданылатын командалар жөніндегі элементарлық 

нұсқаулықтары кіреді. Сондықтан осының барлығы тіпті Mathematica 

бағдарламасымен алғаш танысқан оқырмандар үшін де қолдануды жеңілдетуі 

керек. Оқырманға бағдаламаны қосып, ондағы толқындық функциялардың 
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дамуынан, мысалы есепті өзгертудің немесе кеңейтудің арқасында есептердің 

дәлдігін арттырып көруге және т.с.с. тағлым алу ұсынылады. (Бастағалы 

отырғандар үшін нақтылы кеңестер: біріншіден, ең алдымен мұқият ReadmeFirst 

файлын оқып шығыңыз; екіншіден, жұмысты жалғастармастан бұрын әрбір 

NB файлдың көшірмесін жасаңыз және сол көшірме-файлмен жұмысты 

жалғастырыңыз, ал түпнұсқасына тиіспеген абзал). 

Ал кейбір жағдайларда (мысалы, ұйтқу теориясындағы қатардың жинақтылығы 

және қайта қосындылау; метаорнықты жүйелерді зерттеу; жалпы элементтер үшін 

атомдарының спектрлерін нақтылы анықтау және т.с.с.) кванттық механиканың 

оқулықтарындағы деңгейде емес, тереңірек талдауды қажет етеді. Бірақ әрқашан 

нақтылы, физикалық мағынасына үңіліп отырып, ал математикасының егжей-

тегжейіне мән берудің қажеттілігі жоқ.

Жалпы, оқулықты кванттық механика жөнінде заманауи, сонымен қатар 

салыстырмалы түрде автономды және кешенді етіп жазуға тырыстық.

Кітап келесідей топтастырылған. I бөлім - кванттық механиканың 

негізіне элементарлық кіріспе. II бөлімде берілген ұйтқу теориясының және 

вариациялық әдістердің кейбір бастапқы параграфтары мен I бөлімді біріктіріп, 

көптеген университеттерде кванттық механика пәнінің бірінші семестрындағы 

кіріспе курсының стандарттық материалы ретінде беруге болады. II бөлім үш 

стандарттық жуықтау әдістеріне арналған: ұйтқу теориясы, вариациялық әдіс 

және жартылай классикалық. Міне осылардың тұжырымдамасының көмегімен 

теория өзінің одан әрі дамуына ие болды және қолданылуы облысын әлдеқайда 

кеңейте алды. III бөлімінде әртүрлі: гамильтониандары стационарлық емес, 

метаорнықты жүйелердің жалпы талқылауларында, зарядталған бөлшектердің 

электромагниттік өрістеріндегі қозғалысы, атомдар, шашырау есептері және 

элементарлық бөлшектер тәрізді физикалық жағдайлардағы қолдануларын 

талдаудың формализмдері мен әдістері әзірленген.

IV тарау екі негізі тұжырымдамалық сипатты сұрақтырына арналған: кванттық 

шатасу мен өлшеу мәселелері.

V бөлім – Қосымшалар – табиғаттары әртүрлі пікірталастардың топтамасы: 

пайдалы формулалардың шолуы мен жеке тақырыптардың кестелерінен бастап, 

техникалық сұрақтар, сондай-ақ математикалық қосымшалары кіреді. Ол өзара 

тәуелсіз, яғни араларында байланыс жоқ, ал кейбіреулер тіпті негізгі мәтінге де 

тәуелді емес. Сондықтан олардың әрқайсысын әрбір оқырман ыңғайлы уақыт 

моментінде еркін оқи алады.

Жоғарыда атап өткеніміздей, қоса берілетін компакт-дискіде Mathematica 

бағдарламасының және PDF файлдары бар, онда әрбір тараудың соңында 

ұсынылған есептердің шешімдері талқыланған. Әрбір тарау үшін субфайлдар 

осы тараудың барлық қажетті файлдарынан құралған, олардың файлдары Guide-

to-NB.nb атауларымен қоса көрсетілген. Сол файлда сәйкес келетін тараудың 

барлық қажетті Mathematica бағдарламасының ескертулерінің тізімі және 
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олардың қысқаша сипаттамасы берілген. Барлық талдаулар Mathematica 6,

Wolfram Research бағдарламасында беріліп, жаңадан шыққан Mathematica 7

бағдарламасында тестіленген.

Оларды жаңарту және түзетулер енгізу қажеттілігі туындаса, біздің веб-

парақшаларымыздан

http://www.df.unipi.it/~konishi

http://www.df.unipi.it/~paffuti
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және оқулықтың сыртқы түрін жақсартудағы бағасыз көмегіне ризамыз. Әрине, 

оқулық мәтінінде немесе формулаларда қателіктердің болуы, сонымен қатар 
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біз жауаптымыз.
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Ĥ E



Шредингер те�деуі 123

p, q

: 
2 2x x

  
:  

H

  

-

  

-
exp



4
4.1   
4.2   
4.3 
4.4   -
4.5   
4.6   J 
4.7 
4.8 

4.1  

2
2

2
H V r E

m
r r              

: 

2
2

2 2 2 2

2

1 1 1 1sin
sin sin

2 .

r
r r r r

m E V r

,R r
: 

(гармоникалар)



Б+рышты� момент 125

22 2
2

1 2 1 , ,
,

d d mr r E V r R r L
R r dr dr

2L̂

2
2

2 2
1 1ˆ , sin , .

sin sin
L

2L̂ –
2r p (4.5-

: 

2 2
2 2 2

1 2d d mr r E V r
r dr dr r

0R r

:

ˆ ˆ iL r p r

: 

1

2

3

;

;

.

x z y

y x z

z y x

L L yp zp i y z
z y

L L zp xp i z x
x z

L L xp yp i x y
y x

, 0,... ,Zy p

a
a aL r p

-



126 4-тарау

1,  
1,   
0,                              

ijk

ijk
ijk

ijk

 (

ijk jki kij

i–

i ijk j kL x p

, , 0,i j i jx x p p , ,    1,2,3i j ijx p i i

Li

1 2 3, ,L L i L 2 3 1, ,L L i L 3 1 2, ,L L i L

, .i j ijk kL L i L                          

-

, ,i j ijk kL x i x                         

, .i j ijk kL p i p                         

2 2 2 2
1 2 3L L LL



Б+рышты� момент 127

2L Li -

2 , 0,    1,2,3.iL iL

2 2 2
1 2 1 3 1 2 3 3 2 3 2 2 3, , , 0.L L L L L i L L L L L L L LL

2L
L3 L3

L1 L
2

3, LL

4.2 

ip

,O r p

/ /, , .i ie O e O0 0p r p r
0r p r r p

/ .ie 0p r
0r r r

/iU e L r

–

1
2L̂ 2L2 2 0L

Li=0



128 4-тарау

/i
i ijk j

k

e i x
x

L Lr r

r r
i

e
0pr i

U e
L

†.O UOU

O r

/ / , ... ...,i i i
i

ie e LL Lr r r r r r r

/ie L

L r p
1
2

/L L

iL

 «Li

–
ijk SO

-

L L

3 ,  ,  L S s J



Б+рышты� момент 129

1 2 1 2,        .L L iL L L iL

3 3 3, 2 ,        , ,       , .L L L L L L L L L

2 2 2
3 3 3 3.L L L L L L L LL           

4.3  

S s

J j

,L ,S s

, ,i j ijk kJ J i J

3 3 3

2

, 2 ,        , ,       ,

, 0,            1,2,3.i

J J J J J J J J J

J iJ
        

J 3J
: 

2 2 2
3 3 3 3 .J J J J J J J JJ              



130 4-тарау

2J 3J

3 , , ,J j m m j m

j – 2J

3 3, , 1 , .J J j m J J J j m m J j m

,J j m 3J
m

3 , 1 , ,J J j m m J j m

,J j m , 1j m
2J J , 1j m

J J

2

, , 1 ,

, , 2

J j m const j m

J j m const j m

,nJ j m n

2J

2J 3J
2J

T

2 2 2 2
3 1 2 0,J J JJ                    

(

.T m T

T- 2J - m-     

( T
j

,j j



Б+рышты� момент 131

z
z-

T j
,j j – m-

, 0,J j j

1j J
-

2 2
3 3, , 1 , ,j j J J J J j j j j j jJ

1T j j

1j j
z- j

, 1, 2,...j j j

,j j
1T j j

J

,nJ j j j n ; n

m-

n
: 

, 0J j j n

22 2
3 3, , ,j j n J J J J j j n j n j n j j nJ

,j j



132 4-тарау

2 1j n j n j j 2n j n

j

1 30, ,1, , 2, ....
2 2

j                         

2J

3 151 0, , 2, , 6, ....
4 4

j j

-

j = = 0, 1, 2, ....

j

,
, 1

,

j j
j j

j j

                           

J

– Jz- m
z–

, 1,..., .m j j j                      

z
J n n –

4 m-

4



Б+рышты� момент 133

1
2s  (

W Z

4.4  -

4.1-

0zB
z

4.1- -
 (S

z -z

z- Sz

z

/ 2



134 4-тарау

7.7-

4.5  ( ) 

ˆ ˆ ˆL r p

:
, ,x y z , ,r

2 2
2 2 2 ; ; .x y y

z x
r x y z arctg arctg

ˆ ˆ ˆL r p : 

3 ;

 ;

 .

i

i

L i x y i
y x

L x iy z i e i ctg
z x y

L L i i e i ctg

2
2 2

3 3 2 2
1 1sin

sin sin
L L L LL

4.1-
2L

2
2

2 2
1 1

sin sin
L



Б+рышты� момент 135

3L i 2L̂ -

3L i m

1
2

im
m e

1/ 2

2

0 m m m m

-

0, 1, 2, .m

m (

, 1, ..., .

-

,m m

2

, , ,2
1

sin sinm m m
d d m

d d

x

5 3

-



136 4-тарау

2
2

, , ,21 1 0.
1m m m

d d mx
dx dx x

1 1x  |m

mP x

12 2
, ,0 1

sin 1m md dx

,

, | | ,| |

m m
m

m
m m

m P x m
m

,

,
m m m im

m
mY P x e

m

, ,mY –
2L ( L3

m

, ,mY

2

, ,0 0
sin , , .m m mmd d Y Y

- , ,mY
- ,m

,, , , .mm Y

, ,mY

cosx



Б+рышты� момент 137

2
0,0 2,0

1,0 2, 1

2 2
1, 1 2, 2

1 5, 3cos 1 ,
164

3 15cos , cos sin ,
4 8

3 15sin , sin
8 32

i

i i

Y Y

Y Y e

Y e Y e

         

-

, ,

, ,

m m

m
m m

Y Y

Y Y

4.6  J 

Ji

2

1 ,J m const m

j j j jJ
                 

     

2 2
3 3J J J JJ ,j m

2 2
3 3

2

, , , , , , , , ,

1 , , , , .
m

j m j m j m J J j m j m J j m j m J j m

j j j m J j m j m J j m m m

J

,
, ,

j m
j m j m 1

J j-

m

2, , 1 , 1 , 1 1 .j m J j m j m J j m j j m m j m j m

6
, ,mY

i



138 4-тарау

†J J

, , 1 , 1 ,j m J j m j m J j m

2
j m J j m j m j m

: 

j m J j m j m J j m j m j m        

,J J

1J 2J J

1 2, .
2 2

J J J JJ J
i

1
1
2

j m J j m j m j m

1
1
2

j m J j m j m j m

2

2

2

2

ij m J j m j m j m

ij m J j m j m j m

J3

3, , .j m J j m m                      

Ji

J j m j m j m j m

J j m j m j m j m
              



Б+рышты� момент 139

, 0J j j , 0J j j

J
-

4.6.1 1 / 2

1
2 Jz

m= 1
2 Ji, i=1, 2, 3

2 2

1 1 ,

2 2 ,

3 3 ,

1 1 1, , ;
2 2 2
1 1 1, , ;
2 2 2
1 1 1, , ,
2 2 2

m m

m m

m m

m J m

m J m

m J m

1 2 3

0 1 0 1 0
, , .

1 0 0 0 1
i

i
          

–

1
1 2

2

1 0
0 1

c
c c

c

1 01 1 1 1, , , ,
0 12 2 2 2

- -
1
2i is



140 4-тарау

, .
2 2 2

ji k
ijki

SO

2
i 1 i j j i ijk ki x y z i i j

  

ii –

1/ 2 n -
n

(4.2- sin cos ,sin sin ,cos .n

2

2

cos
2 .

sin
2

i

i

e

e
n                    

-
n -

4.2-



Б+рышты� момент 141

4.7   

1J 2J

1 1 2 2, ,j m j m
2

1 1, zJ J 2
2 2, zJ J

1J J 1+1 2 1 2.J J J    

1 2, 0.i jJ J

J – 1J 2J

, .i j ijk kJ J i J

1J 2J 1j j2

1 1 2 2, ,j m j m
2J zJ

1, ,zJ2 2
1 2J J 2 zJ

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , , ,j m j m j m j m j m j m

J Jz,
2
1J

2
2J



142 4-тарау

1 2, ; ,j j J M

2
1 2 1 2

1 2 1 2

, ; , 1 , ; , ,

, ; , , ; , .z

j j J M J J j j J M

J j j J M M j j J M

J

J1z J2z

: 

1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , .j j j j j j j j                     

Jz

M=m +m M-

1 2j j
J M J- 1 2j j

2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

, , , 2 , , ,

2 , , ,

1 , , ,
z z

j j j j J J j j j j

J J J J J J J J j j j j

j j j j j j j j

J J J

– 1 2 1 2j j j j 2J

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , .j j j j j j j j j j              

1 2J J J

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2J j j j j j j j j j j j j j j



Б+рышты� момент 143

J -

J

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2J J j j j j j j j j j j j j j j

1 2 1 2 1 2

1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

, , , 1

, 1, , , , , 1 .

j j j j j j

j jj j j j j j j j
j j j j

        

M=j +j -
J +J

1 2 1 2 1j j J j j

1 2 1 2, 1J j j M j j

1 2 1J j j

1 2 1 2 1 2, ;  1,  1j j J j j M j j

1 2 1 2 1 2

2 1
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

, , 1, 1

, 1, , , , , 1 ,i

j j j j j j

j je j j j j j j j j
j j j j

1 2J J J

1 2 2M j j

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , 2 , , , 1, 2 .j j j j j j j j j j j j

Jz 1 2 2M j j

1 2 2J j j



144 4-тарау

n- 1 2M j j n -

n

1 2J j j n -

n- 1 22 ,2Min j j
( 1 2j j

12n j 1 1 2 2, , ,j j j j

1 2 1 2 1 2 1 2, 1, 2, ..., .J j j j j j j j j             

1 22 1 2 1 .j j

1 2j j
2 1

2 1

1 22 1 2 1 2 1 .
j j

J j j
J j j

1 2 1 2 1 2 1 21 .j j j j j j j j

1
1 2 2s s

(S
=

, ,
2

2



Б+рышты� момент 145

j1=j2=
J J J

4.7.1 -

- -

1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2
,

, , , , ; , , ; , , , ,
J M

j m j m j j J M j j J M j m j m

1 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2
,

, ; , , , , , , , , ; , .
m m

j j J M j m j m j m j m j j J M

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2, ; , , , , , , , , , ; ,j j J M j m j m j m j m j j J M       

-  ( –

–

– -

-

1 2 1 1 1, ; , , , 1,zj j J M J j m J M



146 4-тарау

1 2,j j
24.5-

-

1 1 2 2, ,j m j m

4.8

...,r r r r
ˆie Lr r r r r r

S

 (4.3-

4.3-

r

SO

2J -

2L



Б+рышты� момент 147

,mY m

, ,
,

m m
m

R r Yr

ˆ
, ,

,

i i
m m

m
e R r e YL L

L

ˆ
, , ,

i
m m m m

m
e Y D YL               

,m mD –

ˆ
,

i
m mD m e mL

       

s 2s+

ˆ ˆ ;ie L s

1

2

2 1s

r
r

r

r

L
r -

: 

,
ie s

s -
 (

1 2 3,   ,   x y zJ s J s J s



148 4-тарау

r r

2 2
2 .

2
eH

m r
                 

4 2 2
3

3 2 3 28 2 2
e eH

m m r m
p L s r

H H

0,,H + HJ

J L s

1/ 2

-

cos sin ,ie ia aa a
a

                  

a –

4.8.1 1 / 2

n 1/ 2

2
i Un n

-

cos sin .
2 2

U in n

z



Б+рышты� момент 149

2

2

0

0

i

z
i

e
U

e

x y

cos sin cos sin
2 2 2 2

sin cos sin cos
2 2 2 2

x y

i
U U

i

2

xU 1; xU 1; xU 1; 
1/ 2

S

U

1/ 2
4.4-

1
2

cos sin
2 2 .

sin cos
2 2

z y z

i i

i i

D U U U U

e e

e e

      

4.4-



150 4-тарау

S = n/2, n = 1, 2, 3,…
1/ 2 n

n=2

n+1
2z
nS

2
nS

...                         

1 2 ... nS s s s

1 ... ... ... ... .
n

S S - n
2
nS

S
n=2S

n
2

n

  

-
-

-



Б+рышты� момент 151

1/ 2 -

0
1 .
2

H 1 2S S

V 1B S

0H V

1/ 2 1 / 2s

1/ 2 0 p
0 z

B

.zH SB -

0t n
0 0 .S n

0t , ,x y zS S S
: 1/ 2 N=2S

Sz 0t Sz-

H H H
x y zS t S t S t

t
| | , | | , | |x y zt S t t S t t S t



152 4-тарау

| |xt S t
t

1/ 2 e

2
2 21 1

2 2
eH m

m c
p A r B

; .
2 2B B B
g eg

mc
s =

0B

, ,0
2 2
y xB BA

B

m e z

tr tp

tL
tL

tL

0 ˆ0 0; 0 ; 0 0pr p x L .

1/ 2

2 2 23 11
2 4

H p V x V x m x
m



Б+рышты� момент 153

H

0 2
x x

– zs

1/4 2
0 2

mx m x  (

H

zs - -

1/ 2zs

-
-

:  

 ;  ,so e ss p eH A H BL s s s

–

n= n=   

Hss
2 2 2, ,   ,   zFL J F

eJ L s .pF J s



5
5.1
5.2
5.3 : - -

–

-

-

5.1  

1

1



Симметрия мен статистика 155

–

-

2

-
CP T CPT 3

–
SO

20-

2 W Z3 C - 
–



156 5-тарау

4

2

....
2

q
cH q
m

p A

( , )f tr
    

,, ,if tt e trr r

14-
  

- U
Yang and 

–

, , ,t U t tr r r

U r t - 
SU SU S0

4
Bg s B

E B



Симметрия мен статистика 157

-

- - -Weinberg-

SU (2) (1)SU U

-

-

6

(5.1-

5.2.1-

5 - -

6
-



158 5-тарау

-
7   

» 

5.1- -

5.2 

U

, 0.U H                         

-   

† † 1UU U U

†U HU H                          

7 8- -



Симметрия мен статистика 159

U

ˆiJU e

ˆ /oip rU e

  
–

G

...U i G1

G U-

, 0G H
                       

0 0 .G g

0t
/ 0iHtt e

/ /0 0 .iHt iHtt Ge e G g tG
G 

g

Q

;Q e e e                       ;Q p e p

0;Q n      ,Q e



160 5-тарау

-
Q

0 ,dG Gi i G H
dt t

                   

2.4.2-

t
,G t

/ /, ,O OiH t t iH t t
OG t e G t e

/ /, ,o oiH t t iH t t
oG t e e G t               

G

–

n n nH E



Симметрия мен статистика 161

H G
   

n n n nHG GH E G

n G

( )nG G n

0nG n G
  

.n nG const

;nG H 0nG ),n nG n

nG

n

L
i

L
L

xL yL

zL 2, , zE LL

5.2.1 

5.1-

H
U 0

0U



162 5-тарау

0

V

0 0

  

0

0

E V
H

V E
     

2 V - 

-

-   

E – T S



Симметрия мен статистика 163

-

5.2.2  

.r r

( ) ( )r r

1( , ) ( , )O Or p r p

1H H

H H –
H

2 1.

( ) ( ) ( )r r r

8 - -

-
– - 

SU -



164 5-тарау

( ) ( ) ( )r r r

( ) ( )V V rr

,( ) ( , )mR r Y

( 1)                          

( ) ( )V Vr r

2 2 2( 2 7 )V x y z

V g r s

s –

–

  

L

1 2 3 1 2 1 2... ... ... 1 ...N N

i



Симметрия мен статистика 165

( 1) .i

; ; ;K K p p

;n n p p

1 ,s s

p
  

1 .p p

W Z



166 5-тарау

2 2

2 2 2
p qA

1m

q p

1 1

,
i A i A

e pe p
1 1

.
i A i A

e qe q

q p

2 2

exp exp
2 2 2

i i p qA

1
m=1 

-

( ) ( 1)in nn e n n

–
n

( , ) ( ) ( )n n
n

x t c t x ( )n x x n           



Симметрия мен статистика 167

O O
O

O O

– - – -

0
  .

0
1
1                     

- -

†0
           

0
S

S S S
S

           

H

2 2
2exp exp

2 2 2
i Ai p qm

m

A
n

:    ,        :   ;     .pD p D q q m n D n
m

D n

n
n

†n k n D D k n k



168 5-тарау

–

5.2.3 

T

m Vr

t t
r1 t1 r2 t2
r2 -t2 r1 -t1

-
r -t r t p -t p t

   

( , ) ( , ).i t H t
t

r r                  

V r

2 2

( )
2

H V
m

r

t t t

( , ) ( , )i t H t
t

r r

   

r -t



Симметрия мен статистика 169

( , ) ( , )i t H t
t

r r

O -

1OH O H

( , ) ( , )t O tr r                   

( , )tr

  

O O

U

U U

5.1-

T

T

T

W

T -



170 5-тарау

- -
0 0K K -

22.1-   

– 

–

T

5.2.4 

- V
  

tr r V                          

K' K
,tr ,tr

K'

, exp it Etr p r                   

, exp it E tr p r                  



Симметрия мен статистика 171

mp p V 21
2

E E mV p V            

1 2
2

ii E t i m m tEt
e e e

p r V r Vp r

1 2
2, ,

i m m t
t e t

Vr V
r r                

r r t

2 2 21 1 1
2 2 2i i i

i
V r V V r V V R V

–
   

2 2

2 .
2

i
t m r

                 

tr r V



172 5-тарау

2

2

2

1
2 2

12 2
2 2

2

12 2
2 2

2

1
2

1
2 2

1 .
2 2

i m m t

i m m t

i m m t

i mV i i e
t t

mV i e
m

mV i e
m

V r V

V r V

V r V

V
r

V
r r

V
r r

/ /r r

212 2 2 2 2
2 2

2 2 2
12 .

2 2

i m m tmi m e
m m

V r V
V V

r r r

2 2

22
i

t m r

K'
K   

tr r V mp p V

  

exp iU t mV p r

V

G t mp r

2 / 2mp

2

, , 0
2

Gi G H i t m
t m

pp p r



Симметрия мен статистика 173

2 / 2P
P – –

5.2.5 -

0 ( ),r

=0

0( ) ( )i ir const rr

=1

, ( , ), 1,0, 1mY m

ri

0( ) ( )i ir const rp

i iO e OeJ J

ie J

J,M –
–

,, ( ) , .J

J
J-

2 2, , ( )U rr p
, ,er p J



174 5-тарау

1- ( , , )x y zA A A

, , 1,0, 1mT m

1,1 ;
2

x yA iA
T 1,0 ;zT A 1, 1 .

2
x yA iA

T

r -

1,1 ;
2

x iyT 1,0 ;T z 1, 1 2
x iyT

1,1 1,0 1, 1, , .Y Y Y

1,1 1, 1 ;
2x

T T
A 1,1 1, 1 ;

2y

T T
A i 1,0 .zA T

2-

2,0

2, 1

2, 2

1 2 ;
6

;

1 2 .
2

xx yy zz

xz yz

xx yy xy

T A A A

T A iA

T A A iA

 2

    i p i p p
q q q q

q
T e T e D TJ Jp
q

9 i



Симметрия мен статистика 175

p
qT , ;j m n , ;p

qT j m n

   

, ,p q j m

, ;     , ; , ;p i p i p i i
q q qT j m n e T j m n e T e e j m nJ J J J

,
, ; .p j p

q q m m q
q m

D D T j m n

5.2- - . 

, ; , ;p
q

- :

, ; , ; , ; , , , , , , ,p p
q T

n -

, ,pJ n j nT
- 

-
M q m

– -

9.5-

j J

1,0J j 0 0J j ± .



176 5-тарау

5.3 - -

-
-

  

1 2, , , ,r , 1,..., ,s s s



Симметрия мен статистика 177

–

2 1,

1 2,q q

2 1 1 2, ,ie                 

–

2 1ie                       

1ie                      

-
-

1/ 2

1 2 2 1 1 2 2 1
1 1, , , ; , , ; ,
2 2 1 2 2 1r r r r



178 5-тарау

1,2 ,

1,..., nA

r1
r1 + r2 -

17.2.3-

- -
– -

1
2

n-

n
n - 

n - 
N

N



Симметрия мен статистика 179

10

{

3 / 0R
11

3
1 / 0 1.R

1

–

10
11

i S1

1i

1
i S 1

i T



180 5-тарау

- 

1
! p

p
N

  
1

! P
p

P
N

           

N
-

1P
12

2 ; 2 ; 0.

N

/iHte

-

0 ,S A S A

N

12



Симметрия мен статистика 181

5.3.1

V r

1 2r r r

,R r 1 2

2
r rR

R –

r –

r r

  

1 2 1 2
... , ,...,

N Ni i i i i ip p p p p p            

1 2 ... .N
N               

ik
p 1,...,k N

N

N

1 1

1/2
1 2! !... !,..., ,...,

!N N

r
i i i i

P

N N Np p P p p
N

1 2 ... rN N N N



182 5-тарау

Ni – «

pi –

N

1 2 2 1

1 1

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1 , ,
, 2

,             .

p p p p

p p

p p

p p

r r r r
r r

r r

1 2r r

N-

1 21 2, ,..., , ,...,
NN i i i

1 21,2,..., , ,..., NN i i i

13

-

13 2
1 2

1 2, x xx x e

1 1 2 2 2 1 1 2ik x ik x ik x ik xe e e e



Симметрия мен статистика 183

5.3.2

-

r

,R r 1 2

2
r rR

R –

-

,      ,
2

          

-

2

-

1 1( ) ( ),m mr r ( 1,0, 1),m   00 00( ) ( ).r r

N

1 2 1 2 2 1
1,
2

p p p p p p           

N



184 5-тарау

1 2 1 2
1... ...

!N P N
P

p p p p p p
N

1 1 1

2 2 2

1 2

1 2
1 2

1 2

...

...1, ,..., , det .
!

...

i

N N N

p p p N

p p p N
Np

p p p N

N

S –

1 2, ,..., 0,
i Np ,      .j kp p j k

N

15-

N

1 21 2, ,..., , ,...,
NN P i i i

P 1 21,2,..., , ,..., .NN i i i



Симметрия мен статистика 185

15-

- SN

-

- -

17-

J
1/ 2

, 1,0zJ J



186 5-тарау

, ,

-   

,

, 1
2zs

1 , 2y ys s 1 1,
2 2

d
n

– + -

2/

139.6 0.51
e

1875.6d 938.3.p

d n n

0zJ

e p n v v
–

,U 1 2x x



Симметрия мен статистика 187

 1- -

n
1-

k
n  1 

k



6
6.1 
6.2   
6.3 
6.4   

6.1  

6.1.1
m1 m2 V r

1 2r r r

2 2

1 2
1 2

( )
2 2

H V
m m

r

1 1 2 2

1 2

m m
m m
r rR



;шөлшемді есептер 189

2 2

1 22 2R rH V
m m

r

1 2

1 2

m m
m m

R r

2

2 ri H V
t

r

V r

6.1.2 

- r r

2
2 ( ) ( ) ( )

2
H V r E

m
r r                 

( ) ( ) ,R rr

,( , ) ( , )mY

2
2 2 2

1 2 ( 1)( ( )) 0d d mr E V r R r
r dr dr r



190 6-тарау

( )( ) rR r
r

2

2 2 2
2 ( 1)( ( )) 0d m E V r

dr r

2

2
( 1)( ) ( ) .
2

V r V r
mr

22 3/F mr mrr p

2 22

0 0

 1,dr r R dr

: 
(0) 0

( ), 0; (0)V V r r V
0 r

- n

(

,

6.1.3



;шөлшемді есептер 191

2 2
,2 2

11 0,k
d dr k R r

r dr dr r
            

2
2

2mk E
  

2
2

2 ( 1) 0.R R k R
r r               

=0

22 0R R k R
r

2 ( ) 0rR k rR

r = 0    

sin krR A
r

cos .krR A
r

2
', ,

0

 2  ( ' )k kdr r R R k k

2 2
2 ' '

0

 sin  sin   ( ) ( ')
4 2

ikr ik r ik rA AA dr kr k r dr e e e k k .

A = 2

0 R r

22( 1) 0k
r

r

2
2

2mk E



192 6-тарау

2
2

2( 1) 2( 1) 0k
r r

r

22 2
0k

r
  - 1

  

1r

0 0R

  

1 sind krR N r
r dr r

1 cos .d krQ N r
r dr r

( 1) 2 /N k      ([Landau and Lifshitz

lR = 0 
2r

  

2 1
2 1 2

0

1 sin ( 1) ( 1)2 ( )
(2 1)! (2 1)!!

n
n n

n

d kr d kk O r
r dr r d n

(2 1)!! (2 1)(2 1)(2 3)...5 3 1
1

22 1 ( ) .
(2 1)!!

k rR O r

–

:   



;шөлшемді есептер 193

, 1
2

, 1
2

2( ) ( ) 2 ( ),

2( ) ( ) 2 ( ).

k

k

kR r J kr kj kr
r

kQ r N kr kn kr
r

( ),  ( )J z N z –   

2 2

2 2
1 1 0d dZ Z Z

dz z dz z

( )J z z = 0 

(    [Gradshteyn and Ryzhik

1 sin 1 cos( ) ( 1) ;      ( ) ( 1) .d x d xj x x n x x
x dx x x dx x

: 

0
sin ,xj x

x

1 2
sin cos( ) ,x xj x

x x

2 3 2
3 1 3cos( ) sin ,xj x x
x x x

0
cos( ) ,xn x

x

1 2
cos sin( ) ,x xn x

x x

2 3 2
3 1 3sin( ) cos ;xn x x
x x x

0x   

( ) ,
(2 1)!!

xj x 1
(2 1)!!( ) .n x

x
                

x

1 ( 1)( ) cos ,
2

j x x
x

1 ( 1)( ) sin
2

n x x
x

(1) ( ) ( ) ( ),h x j x in x (2) ( ) ( ) ( ).h x j x in x

  



194 6-тарау

( 1)
(1) 21( ) ,

i x
h x e

x

( 1)
(2) 21( )

i x
h x e

x
          

(

 sinx x exp ix

  

(1) (1)
, 2  ( ),kR k h kr (2) (2)

, 2  ( ).kR k h kr

,
2 ( 1)( ) cos ,

2kR r kr
r ,

2 ( 1)( ) sin ,
2kQ r kr

r

( 1)
(1) 2

,
2 ,

i kr

kR e
r

            
( 1)

(2) 2
,

2 .
i kr

kR e
r

 ( (1)R  ( (2)R

cos

0
(2 1)  ( ) (cos ).ikz ikre e i j kr P             

cos nr

1 2
0

4  ( ) ( ) ( ),i
m m

m
e i j kr Y Yk r               

1 2 – k r



;шөлшемді есептер 195

6.2 

0 ,    ,
( )

0
V

V r                       

  

2
2

( 1)2 0,      ,
r r

2 22 /   0k mE <  (k–
  

'2
2

( 1)2 0,      ,
r r

2 2
02 / 0k m E V >  (k –

<

( )R A j k r ,                    

–

2 / ,k i mE i   2 /mE

0 r      

(2) 1, , ;rj n h e
r

  1 1 rh e
r

(1) ( )h i r



196 6-тарау

( ) (1) ( ).R Bh i r               

r = a

(1)

(1)

( ) ( )
( ) ( )

0 (1)
0

sin( ) ,   ( )
rk r ej k r h i r

k r r

;

ctg                     

2
2 2 0

2

2
               

(0) 0

6.1-

6.1-

2 2
02 / / 2

2 2
0/ 2 2 / 3 / 2



;шөлшемді есептер 197

2 2
03 / 2 2 / 5 / 2

2 2
02 / / 2

1

6.3  

2
2 21

2 2
H m

m
p r                     

x y zr

1 2 3, , 1 2 3
3( ),
2n n nE n n n                

n1, n2, n3=0,1,2,…

1 2 3 1 2 3, , ( ) ( ) ( ),n n n n n nx y z

( )n x  - n-

2 2 21
2 2( ) ( ) ,

mx x

n n n n n
mx C H x e C H x e

- 

1/2

1/2 , .
2 !n n

mC
n

1



198 6-тарау

d d d n-

( 2)( 1)( ) .
2

n nd n                 (

n-
n-

0,2,...,n
(n- n (n- 2 +1 -

-

2 -

3 3
† † †

1 1

3 .
2 2i i i i i i

i i
          

1, 2, 3

(2 +1 -

SO i

SU
a

a a
SU

2 SU(n
SU

- (2) (1)SU U

n
SU(n



;шөлшемді есептер 199

3
*

1
i i

i
z z

1 2 3, ,z z z –
-

SU(n
20.6-

SU

20.8-   

( ), , , , ,

( 2)( 1) , 0, 1,  2,  3,  ... .
2

n n n

6.4  

 - 

2 2
2

2
eH

m r

/ ( ) 0,995e p e p em m m m m m

2 2

2 2 2
2 ( 1) 2 0d d m eR R R E R

dr r dr r r
   

2 2

2
( 1)( )
2

eV r
r mr

r



200 6-тарау

2
2

mEE c                     

2

2 1,Brme
80,5 10Br –

2

2 2
2 ( 1) 12 0d dR R R E R

dr r dr r r
          

2 1,
2

r
E

                 

2
2 1 ( 1) 0

4
R R R

( / )R d d R

-

R

(1 / 4) 0R R

/2 .R e                       

/2e

/2R e

   

2 2 1 0.l l



;шөлшемді есептер 201

(0) ( 0),    ( )  Aconst

  

0
0

( ) , 0k
k

k
             

   

1 0

2 1 2 1

1 1

2 2 1 0,
2 2 2 2 1 0,
...

1   1 2 2 1 0k k k k

11 2 2 1 0,     1k k    

( )

1
1

1... ,
( 1) !

k k
k k k k k

( ) ,       e ‰

1 0k                         

k

2

22nE
mn

2
Br



202 6-тарау

4 4

2 2 2 ,
2 2n

B

me eE
n n r

2

2 ,      1,2,3,...Br n
me

n-

0,  1,  2,  ...,  1n

- 2 1 
n-

1
2

0
2 1

n

l
n

                      

3

n

2 2 1 0n                

:
2 1

, ( ).n nL                          

: 

/(1 )

0

( )( , )
1 !

s s
kk

k

LeU s s
s k

                

1.s <

3

S0
6.3-



;шөлшемді есептер 203

1 1k k kL kL k L

d/ds

2
1 12 1k k kL k L k L

(1 )  0k k kL L k L

,
p

p
k kp

dL L
d

1 0p p p
k k kL p L k p L

/(1 )

1
0

( )( 1)( , )
(1 ) !

pp s s
kk

p p
k

LeU s s
s k

                

n-

/2 /2 2 1
, ,  ( )    ( ),n n nR e C e L

2 2

2 2
2 2 2 ; B

B

r me r r r
n n nr me

95,291 10  Br   

3/2
, 32

1 !2 .
!

n B

n
C r

n n



204 6-тарау

2, 0,1n

/3/2
1,0

/23/2
2,0

/23/2
2,1

( ) 2  ,

1( )  2  ,
2 2

1( )   .
2 6

B

B

B

r r
B

r r
B

B

r r
B

B

R r r e

rR r r e
r

rR r r e
r

 (
: 

( , , ) , ,( ) ( , ).n m n mR r Y

: 

0,0

1,0

1, 1

1 ,
4
3 cos ,

4
3 sin  ,

8
i

Y

Y

Y e

2
2,0

2, 1

2 2
2, 2

5 cos 1 ,
16

15 cos  sin  ,
8
15 sin .

32

i

i

Y

Y e

Y e

Mathematica

2 2
2 ( 1)! 2 2[ , , , ] :   1,2 1,

( )

L r
nn L r r

n n L n n

Mathematica

-



;шөлшемді есептер 205

95,291 10Br r cm

Z e
2 2e Ze

2p 2 /me

Br

2/   /     / 137  ,v p m e c c c

  2 / 1 /137e c  - 

-2

2 / 2 14 Be r
  

-

1 1n 1 /nv E E h 2,3,...n

2 2n 2 /nv E E h 3,4,...n

3 3n 3 /nv E E h 4,5,...n

4 4n 4 /nv E E h 5,6,...n

5 /nv E E h 6,7,...n

6.1-



206 6-тарау

- -

2

2
DH g

m
p r

g

0DR

(

-
- -

n2

-

6.2-
(1

- -



;шөлшемді есептер 207

m

,
( ) 0,   r

,

r R
r

( L

( L

( 2 2/E mR

n

1
2r Z

rA p L L p

n2

, cos ;x ¸ , sin ;y

1
2

z

  

m 2/ 4v r R R
R

n = 5 L = 3 m = 1 2 4,2,0



208 6-тарау

6.3- (n m

- 
6.3-

,j n

cos

0
2 1   cosikz ikre e i j kr P

2

2
H V

m
p r 0 , ,

0, .
V r

:    



;шөлшемді есептер 209

2
0 300 ;  3 V

131 10 200c

Mathematica
-



7

7



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 211

P1 H

P2 H

P3 A
ak

,k

ak
2

,k

P4 H

( )i t H
t

P5 Q
q

,Q P i



212 7-тарау

,x t
x

q

ˆ .q q q q

qf x q x

,qf x q x ˆ .q q x x q x q q x

iv
,i iv e v

,
v

, ,i ia b a b



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 213

, i ia b a b

xx dx x x x dx f x x

.x

.dx x x

q –

( ) ( )qx q f x x q

–

,q qq q dx f x f x dx q x q q

,i j ije e

– q

p̂ x-

/1 ,
2

ipx
pf x e

.p p p p



214 7-тарау

p̂ p p p x-

/1 .
2

ipx
pp p dx f x x dxe x

- –
- -

- -
x -

/1
2

ipx
p pp x dx f x x x f x e

p x x p
n-
-

3-

2 2/2 .p
n n nx n x C H x e

-

2 2/2
1/2 ,n pn

n
C pp p n dx p x x n i H e

-

p̂ p

ˆ .x i
p

- « p̂ i
x



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 215

ˆ ˆ,x p i

-

2 2
2 2

2

1
2 2

pH m
p m

-

2

1 ,m M
m

-
-

-

.

– -

- «
-

H



216 7-тарау

H –
H

H –
H –

1

H –
H ,

,     ,c d c dH

H -

; ;

;c c c ;cd c d

0 ;0 1 .

0 H -

1 2 ... 0kc c c

1 1 2 2 ... 0k kc c c

1 2, ,..., k

H

H

1
1 2, ,..., nx x x n



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 217

H -

1 1 2 2 1 1 2 2

*

;

;

c c c c

0 0

2

1 1 2 2 1 1 2 2 .c c c c

n

,dq q q

ndq d x
n

.

– – H -

.

H

1 2, ,...n

lim nn
0, 0 : , nN n N

0

,

2 ,

,



218 7-тарау

- -

.

2 2 2Re

Re

2 .

-

1 2 1 2, ,c c c c

H –

0, : , , nN n m N

H H



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 219

H

H –
H S H

H -

H S - n

–

- H

n

H -

0
lim

N

n n n nN n
c c .i j ij

cn

.n nc

.n n
n

n n
n

1

-

H -

2 .i
i
c



220 7-тарау

:A H H .

1 1 2 2 1 1 2 2 .A A A

C

,A C H<

A

0
supA A

1
sup .A A

A <

0,   0 :   :      A A

f ( ) ( ) ( )A A A A f

,Q P i



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 221

1,n n nPQ Q P in Q

1 12 2 ,n n nn Q PQ P Q Q

 ,         + ,AB A B A B A B

2 P Q n

n P Q

2
2 21

2 2
pH m x
m
( ) ( )n n

nH E En-

1n n

x
2 22

( )
1/4 1/2

x n
n e

n

22

2
n

n
nx

2 2

1( ) ax
x a

H x H

H
H

( )A

( )A H , A H .



222 7-тарау

( ) ( )A B ( ) :            f A A f B f

-

, ( ) :            .f g A A f g f Ag

N

ie

1

N

i ji j
j

A e A e

.ij ji i i ij j ii ij
A A eA c e A c e

-
H

A A

H H

,A A



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 223

† .A

†A †A A

A A H

v A
v

† ,A A

† .A A

†
jiij

A A

A A , ( ).A

( )A ( )A

† †,       ( ),           ( ) ( ).A A A A A

†( ) ( ) A A

,A A A



224 7-тарау

A

f
f A

†( ) ( )A A

-

-

itAU t e

t

t s † ( ) ( ) ,   ( ) ( ) ( )U t U t U t s U t U s1
H 0t t 0( ) ( )U t U t



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 225

( )A 0( ) tU t iA
t

0

( )lim
t

U t
t

( ).A

- ( ) H U(t)
t-

)
H

( ) itAU t e

( )U t t-

–
†A B B

† 0B B

0B



226 7-тарау

1

2

0 0
0 0
0 0

k

i ni

i in n -

i

1
( ) ( )
1 1, ,...,a be e

1 1 1 1 1 1 1... ,a a b be e e e

( ) ( )
1 11

  , ,....a be e

i i
i

A

-

N N i
i

N N – -

-

0;m mA 1, 0,1,2,...m m



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 227

x A

1 , ,R x A x R1

A x1

x A -

:

N

lim 0, 1.N N NN
A

m N

N m

2 2/ /2
1/4 1/2

1 , 1,2,...ipx x N
N e e N

N

/p i d dx

0lim 0NN
x x



228 7-тарау
3

2
0

1/42 , 1,2,...N x x
N

N e N

,n

0 ,

0

, , ,c d , ,n n n

, , .

0 0

, , , , ,nd n n d

lim , , , , ;n

n
k n

n d k k

lim , , , , .n

n
k n

n d k k

3 p ˆ /p i d dx



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 229

1 2 1 2 1 ,

2 ,n n 0,n m m n

P

;c n
n

d d1

, ;c n
n

d d H

.c n n
n

A d d

A

2A A A

2 22 2 2 2
c n n

n
A d d

2 22 2, , .n
n

d n

A f

,c n n
n

f A f d f d f

f x – -



230 7-тарау

2 2 2
c n n

n
f A f d f d f

2 2
, , .n n

n
d f f

22 2
c n n

n
A d d

2 2
, ,n n

n
d

2
.d d d d

2
, ;d d

2
,nP n

–
, d

- n

1.n c n
n n

d P d



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 231

4

-

-
B

,A B‰

,

- ( )

R A F(R B G(R)

A B

, .n nA n n B n n

nx R

, .n n
n

R x n n R n x n

F n
n nF x n nG x

4 f g f ig

2Re ;f g A f g f A f g A g g A f

Re g A f Im g A f -



232 7-тарау

,n n
n n

F R F x n n n n A

.n n
n n

G R G x n n n n B

O

O

.f g

f
f Uf

U

Uf Ug f g

f, g

5

-

U H

5 Vf Vg f g

-



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 233

- H

H H

, : , ,x y Ux Uy x yH

H
U-

f g

0 , , , , ,Uf Ug Uf Ug Uf Uf Uf Ug Ug Uf Ug Ug

, , , , ,f f f g g f g g f g f g f g

1U 1 2f x y

1 1 1 1
1 2 1 2, , , , ,g Uf U g f U g x y U g x U g y

1 2, , ;g Ux g Uy

g – 1 2 1 2 .U x y Ux Uy

† 1U U
2 2,Uf Uf Uf f 1U U

† † ;U U UU 1 † 1U U .

†U U1

† † ,O U UOU U O



234 7-тарау

;U U ; †O UOU

† .U U

U

1

2U U

*
1 2 1 2 1 2 1 2 .U U

1 2 1 1 2

1- 1 2 0

2 2

0 0
;c n

n
d d1

2 2

0 0
,c n

n
d d ;H

2 2

0 0
.nii i

c n
n

U e d e d e

U



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 235

H H

– -

, ,q t p t q t dt p t dt

/ 0 ,iHtt e

,i t H t
t 0

0 ,
t

t

H
exp /iHt 230

-

/ .iHtU t e

/ 0 ;iHt
H U t t e t

† / / .iHt iHt
HO t U t OU t e Oe



236 7-тарау

,H H Ht O t O t

, ,H H
H

dO Oi i O H
dt t

0t

0 ;HO O 0H

, ,iH jH ijq t p t i , , 0.iH jH iH jHq t q t p t p t

/ / / / / /, , , .iHt iHt iHt iHt iHt iHt
iH jH i j i j ijq t p t e q e e p e e q p e i

t

6

, .df f H f
dt t



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 237

-

, ,iH jHq t p t , ,iH jHq t q t ,iH jHp t p t

,f q p
,H Hf q p

q p 1U U
;

1 1 1 1 1k nUq p U Uq qp pU UqU UqU U UpU

1 1 .
k n k n

H HUqU UqU q p

Hq Hp

, ;H H
d iq q H
dt

, .H H
d ip p H
dt

7

–
–

8

0t , 0H Hq t q

, 0 / .H Hq t q i t m



238 7-тарау

2 2
2.

2 2
p mH x
m

2 2
† † † 2, , .

2 2
H

H H
p mH UH x p U H UxU UpU x
m

H Hmx p ; 2 .H Hp m x

1cos sin ;Hx t x t p t
m

cos sin .Hp t p t m x t

1 ,
2 2 2
m m pa x i p x i

m m

† 1 ,
2 2 2
m m pa x i p x i

m m

cos sin cos sin 0
2

i t
H H

m p pa t x t t i t ix t a e
m m

† † 0 .i t
H Ha t a e

;i t
Ha t ae † † i t

Ha t a e ;H Ha t i a †
H Ha t i a



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 239

† † † 1 ,
2 2

H aa a a a a

†, 1.a a

0t

0 x

2 2
0 0 0x x 2t p t

t -

2p -

22 2 1
0 0 0 0 .Ht p t U t p U p t

2 2 2 2 2 2 2cos sin cos sinHp t p t m x t m xp px t t

0 0 0xp px

2 2 2 2 2 2 2
0 0cos sin .t p t p t m x t

2 2 2 2 2
0 02 2

1cos sin .t x t x t p t
m

xp px



240 7-тарау

,q p ,Q P

, ;        ,    ,q Q Q x x x p P P x x
i x

–

, ,Q P i

P

1Q UQU 1P UPU

1 1 1 1 1, , .Q P UQU UPU UPU UQU U Q P U i

.Pf Q f Q P i f Q

Pf Q x i f x x i f x x f x x
x

.i f Q x f Q P x

A

A A

222 2 .A A A A A



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 241

, ,A B AB BA i C

–

.
2

A B C

-

A A A ; ; , ;A B i C .O A i B

0O O

20 O O A A B B i AB BA
2 .A A B B C

.
2

P Q

9

- -



242 7-тарау

–

3

S

S x

,q x

/, ,S Sq x x q

x̂f

S /S j

*
, ,

,

ˆ ˆ ,k j
j k

f c c j f k Tr f



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 243

*
, ,

ˆ,jk j k jkc c j f kf

-

1;Tr a
† ;

0 1;jj

2
.jk jj kk

a -

jj kk jk kj

, , , , , , , ,
,

j j k k j k k jc c c c c c c c

, , , , , , , ,
,

1 0.
2 j k k j j k k jc c c c c c c c

,i
j
c j

*
jk j kc c

2

1c c

jk jk

Wn – n-



244 7-тарау

n-

,n n
j j

j
t a t

j –
T

/ / , 1,nE kT
n n

n
W e W

– / .nE kT
n
e

f̂

,

n n n n
n n j k jk

n n j k
f W f W a a f Tr f

* .n n
jk n k j

n
W a a

0nW

-

( ) ( )i t

.i ii t H t
t

i i
n na t t

.i i i
n n k nk

k
i a t H t a H



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 245

.i i i
n m k km

k
i a t t H a H

i i i i
nm i m nk k k km n

i k
i W a H a a H a
t

, .nk km nk km nm
k
H H H

-
1 2

q-bit

1 2

1
1 2

2

1 2 ,
c

c c
c

1
1 ;

0
0

2 ;
1

1 1,0 ; 2 0,1 ,

1 2,c c –

2 2
1 2 1.c c

1 1 2 2 1; 1 2 2 1 0,

10



246 7-тарау

1 1 2 21 1 ; 2 0 ; 2 2 ; 1 0 ,P P P P

1

1 0
1 1 ;

0 0
P 2

0 0
2 2

0 1
P

1 2

2 *
1 1 2

2*
1 2 2

.
c c c

c c c

1 01
0 12

1 1 2 2
1 1; .
2 2

P Tr P P Tr P

3 1 2

1 2 3

11 1 ,
12 2 i i

i
i

1

2 2 2
1 2 3 1,

1

0 1
,

1 0 2

0
,

0
i

i 3

1 0
0 1



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 247

1 2 3, ,

2

2 2 2 2
1 2 3 1

21

3

33
1 1

3

1,     1
0,   2

P Tr P

1 4
n-

1 1 1P 2 2 2P
1 2

1
2

1 2
2

2

1P 2

1 1 2
2

i ;
1 1 2
2

i

-

ˆ ˆ;
ˆ ˆ ˆ, ; , ;

i i i i i
i

i i q q q p p i
q

H q p t H q p t



248 7-тарау

2
,

, , 2
i

i x y z i

p
m

V ,iq

iA

i
i

Lp
q

i
i

p i
q

,i iq p

, ,iq r

2 2 2 2 2 2sin ,
2
mL r r r

;rp mr 2 ;p mr

222

2 2 2 .
2 2 2 sin
r pppH
m mr mr



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 249

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 .
2 sinm r r r

2

2

2 cos ,
2 sinm r r r

2 21
2 x yH p p
m

2 2
2

1 1 .
2 rH p p
m r

,rp i
r

p i

Messiah

2

.
2mr r

ijg

/ 2 i j
ijL m g q q q ijg

ijg
det det ijg g g

1 1 1, ,
2 2 2

ij ij jk
i j i j j kg q p p p g q p g p gg q p

m m m



250 7-тарау

i

–
11

i i i
i

L ep mq A q
q c

ˆi i
i

p p i
q

11 –



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 251

-
–

-

1
2

ij
i jH g q p p

m

1/4 1/2 1/4 21ˆ ˆ ˆ ,
2

ij
i jH g p g g p g C R

m

1/4 1/4ˆ ,j jg p g i
q

2 R

–
0

-

R

1/4 1/41ˆ ˆ ˆ ,
2

ij
i jH H g p g p g V q

m

1/4 1/4ˆ i ip g i g
q

-



252 7-тарау

1 ,ij
i jg g
q qg

ˆi i
i

p p i
q

,i j ijq p i

-
-

-

,

-



Квантты� механиканы� кейбір ерекшеліктері 253

F t

S x 0t
f 0f

t
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